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ÖMNÖX ÜG
Xäräglääniï matematikiïn orqin üeiïn qiglälüüd dotroos togloo-

myn onol quxal baïr suur´ äzäldäg.
1940-ööd ony üed cäräg, daïny üïl ajillagaag zagwarqlaxtaï xolbootoï-
goor togloomyn onolyn ärqimtäï xögjil ¶wagdsan gäj üzdäg. Üünd tu-
laldaj baïgaa taluud n´ togloomyn ätgäädüüd, baïldaany tölöwlögöö
n´ taluudyn strategüüd bolj ögdög.

Niïgäm, ädiïn zasag ba biznesiïn ²iïdwär gargax olon toony bod-
loguud togloomyn onolyn bodlogo xälbäräär tom³ëologdono. Tüünqlän,
bidniï ödör tutmyn am´drald toxiolddog ²atar, xözör, poker zäräg
togloomuud n´ togloomyn onolyn töröld bagtdag. �atar n´ täg niïl-
bärtäï daraalsan togloomyn angid ordog. Da²ramd durdaxad, ²atart
cäwär strategitäï üeiïn täncwär ürgälj or²in baïdgiïg xaruulsan ono-
lyn quxal ür dün axisan tüw²niï togloomyn onold biï.
Amerikiïn ärdämtän J.Nä² n´ ül äwsäldäx togloomyn onol, arga züïg
bolowsruulj, ädiïn zasagt xärägläj xaruulsanaar 1994 ond Nobeliïn
²agnal xürtsän bilää.
Oligopol´ zax zääliïn matematik zagwar n´ togloomyn onol däär suu-
rildag. Ji²äälbäl, mongolyn neft´ importlogq kompaniud n´ ügsän
xuïwaldaj ²ataxuuny üniïg jilääs jild ösgöj baïgaa n´ oligopol´ zax
zääliïn "xuïwaldax" ündsän mön qanaryg xaruulj baïgaa bolowq üüniï
äsräg tämcäx torguul´ nogduulax arga züïg togloomyn onoloor taïlbar-
laj, xärägjüüldäg bilää. Togloomyn onol n´ ix, dääd surguuliudyn
oµutnuudyn zaïl²güï sudlax xiqäälüüdiïn näg µm.
Änäxüü nomyg ix, dääd surgiuluudyn xäräglääniï matematik, ädiïn zas-
giïn salbaryn oµutnuud, magistrant, doktorant bolon togloomyn onolyg
biznes, uls töriïn ²iïdwär gargaxad a²iglaj buï ²injääq, sudlaaq,
ädiïn zasagqdad zoriulaw.

Nomond togloomyn onolyn ündäs, tüüniï töröl xälbärüüd, täg ba
täg bi² niïlbärtäï togloom, oligopol´ zax zääliïn zagwaruud, Nä²iïn
täncwär, Stakelbergiïn täncwär, püüsüüdiïn örsöldööniï dinamik zag-
war, togtworjilt zärgiïg awq üzsän. Axisan tüw²niï togloomyn onoloor
sudaldag stoxastik bolon dinamik, togloom, dawtalttaï ba daraalsan
togloom zärgiïg änä nomond awq üzäägüï. Togloomyn onolyg sudlaxad
un²igqdaas ²ugaman programqlal, ²ugaman bi² programqlal, opti-
mizaciïn onolyn todorxoï mädägdäxüüntäï baïxyg baga zäräg ²aardana.
Zoxiogq togloomyn onoloor MUIS-iïn MKS ba ÄZS-iïn oµutnuudad
un²ij baïsan lekciïn material däär tulguurlaj ug nomyg bütääw.
Nomond togloomyn onolyn bodlogo, dasgal oruulsan ba Matlab program
xangamjiïg xärxän a²iglaxyg xaruulsan näg büläg zoriulaw.
Äcäst n´ tus nomyg x¶nan toxiolduulsan doktor S.Batbiläg, nomyn äx-
iïg komp´µtert bältgäsän J.Dälgärxüü nart gün talarxal ilärxiïl´e.

. Zoxiogq

4



1 Togloomyn onol
1.1 Togloomyn onolyn erönxiï ündäsläl
Zörqildöönt baïdlyg sudaldag matematikiïn salbaryg tog-
loomyn onol gäj närlänä.
Baïldaany üïl ajillagaa, püüsüüdiïn örsöldöön zäräg uls tör, niïgäm
ädiïn zasgiïn olon asuudluud togloomyn onolyn xüräänd zagwarqlagdaj
taïlbarlagdana. Tüünqlän ²atar, daam, xözör, poker, woleïbol ba sags
zäräg togloomuud n´ togloomyn onolyn älementüüd bolno. Oligopol´
zax zääl däär örsöldöj buï püüsüüdiïn a²ig n´ ööriïnx n´ tödiïgüï
busad püüsüüdiïn üïldwärläliïn xämjäänääs xamaaran todorxoïlogddog
ba änä n´ togloomyn onoloor taïlbarlagdana.

Togloomyn onol n´ zörqildööniï nöxcölt baïdald xüniï üïl ajil-
lagaany onowqtoï ²iïdwäriïg gargax asuudaltaï xolbootoïgoor üüsäj
xögjsön. Togloomyn onol anx daïny üïl ajillagaag zagwarqlaxtaï
xolbootoïgoor 1944 onoos äxlän matematikiïn bie daasan salbar bolon
xögjij irsän tüüxtäï. Togloomyn onolyn xüräänd daraax asuudluudyg
awq üzän ²iïdnä. Üünd:

1. Zörqildöönt baïdlyn üed µug onowqtoï ²iïd gäj oïlgox bä?
2. Onowqtoï ²iïd cor ganc or²ix äsäx
3. Onowqtoï ²iïdiïn ¶lgarax onclog ²inj qanar
4. Onowqtoï ²iïdiïg xärxän olox

Togloomd todorxoï toony taluud orolcoj, üïl ajillagaany buµu
togloomyn dürmää todorxoïlon, zorilgo tus büriïg bie bieiïnxää üïldlääs
xamaaruulj xojlyn funkcäär ilärxiïldäg.
Togloomd orolcogq taluud, xün äswäl büläg xümüüsiïg ätgääd gäj när-
länä. Xäräw togloomd 2 ätgääd orolcoj baïwal xoër ätgäädtäï, xarin
xoëroos olon ätgääd orlcoj baïwal olon ätgäädtäï togloom gäj tus tus
närlänä.

Todorxoïlolt: Togloomd orolcogq taluudyn üïl ajillagaany xu-
wilbaruudyn olonlogiïg strategi gäj närlänä.

Xäräw taluudyn strategiïn olonlog n´ tögsgölög älementääs togtoj
baïwal änä togloomyg tögsgölög togloom gänä. Xäräw al´ näg talyn
strategiïn olonlog tögsgölgüï olon älementääs togtson bol änä togloomyg
tögsgölgüï togloom gäj närlänä.
Ji²äälbäl, taluudyn strategiïn olonlog n´ [0, 1] xärqim bol änä tögs-
gölgüï togloom bolno. Togloomyn ²inj qanaraas xamaaraad togloomyg
äwsäx ba ül äwsäx togloom gäj xuwaana.

Togloomd taluud gärää xälälcäär xiïx bolomjgüï bol üüniïg ül äwsäx
togloom gänä.
Ji²äälbäl, daïnd zöwxön ¶laltyn tölöö tämcäj buï taluudyn üïl ajil-
lagaa ül äwsäx togloom bolno.

Togloomyn üüssän nöxcöl baïdald taluudyn al´ al´nyx n´ ärx a²giïg
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tusgasan gärää xälälcäär xiïx bolomjtoï bol üüniï² äwsäldäx togloom
gänä.
Ji²äälbäl, oligopol´ zax zääl däär püüsüüd tus bürdää xamgiïn a²ig-
taï baïxaar gärää xälälcäär xiïj bütäägdäxüüniï too xämjää, üniïg
äwsäldän togtooj bolno.

Togloom n´ togloomd orolcogq ätgäädiïn too, togloomyn düräm ba
xojlyn xälbärääs xamaaran todorxoïlogdono. Togloomyn xojlyn ²inj
qanaraas xamaaran täg niïlbärtäï ba täg bi² niïlbärtäï togloom gäj
angilna.

Xäräw toglogq taluudyn xojluudyn niïlbär n´ täg bol änä togloomyg
täg niïlbärtäï togloom gäj närlänä.
Mön tüünqlän toglogq taluudyn xojlyn niïlbär togtmol baïdag togloo-
myg täg niïlbärtäï togloom rüü ²iljüülj boldog. Ädiïn zasgiïn bolon
daïn baïldaany üïl ajillagaataïgaar todorxoïlogdox ixänx togloom n´
täg niïlbärtäï togloom baïdag.

Xäräw toglogq taluudyn buµu ätgäädüüdiïn xojlyn niïlbär n´ tägääs
¶lgaataï bol änä togloomyg täg bi² niïlbärtäï togloom gäj närlänä.
Ji²äälbäl, xoër ulsyn xoorondyn gadaad xudaldaany üïl ajillagaag
täg bi² niïlbärtäï togloom gäj üzäj bolno. Uqir n´ togloomyn äcäst
2 oron xoëulaa xarilcan a²igtaï xudaldaa xiïsän baïna. Togloomyg xo-
jlyn funkciïn xälbärääs xamaaran matrican, bimatrican, tasraltgüï,
güdgär togloom gäj angilna. Matrican togloom n´ täg niïlbärtäï 2 ät-
gäädiïn tögsgölög togloom bögööd 1-r toglogqiïn xojlyn funkc n´ ma-
trican xälbäräär ögögdsön baïdag. Matricyn mörüüd n´ 1-r togloomyn
strategiïg todorxoïlox ba baganuud n´ 2-r toglogqiïn strategiïg todor-
xoïlno. 2-r toglogqiïn xojil n´ 1-r toglogqiïn aldagdlaar todorxoïlog-
dono.

Bimatrican togloom n´ täg bi² niïlbärtäï 2 ätgäädiïn tögsgölög
togloom bögööd toglogq tus büriïn xojlyn funkcüüd n´ matricüüdäär
todorxoïlogdono.

Xäräw toglogq tus büriïn xojlyn funkcüüd n´ tasraltgüï bol änä
togloomyg tasraltgüï togloom gäj närlänä.
Ji²äälbäl, 1-r toglogq strategi z-iïg [0, 1] xärqmääs , 2-r toglogq stra-
tegi y-g [1, 4] xärqmääs songodog bögööd togloomyn ür dünd 1-r toglogq
f(x, y) = x3y2 + x − y too xämjääg xojdog ba 2-r toglogq iïm xämjääg
alddag togloom n´ tasraltgüï togloom bolno. Togloomd orolcogq ät-
gäädüüd xarilcan üïldäl xiïj orolcdog ba üïldliïn toonoos xamaaran
togloomyg näg alxamt ba olon alxamt togloom gäj angilna. Näg alx-
amt togloom n´ toglogq tus büriïg näg üïldäl xiïsniï daraa duusdag.
Ji²äälbäl, matrican togloom n´ näg alxamt togloom bögööd toglogq
tus bür nägän zäräg strategää songoj näg näg üïldäl xiïsniï daraa xoj-
lyn xuwiarlalt ¶wagddag. Olon alxamt togloomyg baïrlalyn togloom,
stoxastik togloom ba differencial togloom zärgäär angildag. Baïrla-
lyn togloomd xäd xädän ätgäädüüd orolcox ba äälj daraalan strategää
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songox üïldäl xiïnä. Iïm togloomyg tusgaï xuwirgalt xiïj matrican
togloom ruu ²iljüülj boldog.
Xäräw togloomyn ¶wcad todorxoï üïldäl xiïsniï daraa todorxoï baïr-
lal üüsdäg bögööd todorxoï magadlaltaïgaar bucaj ömnöx baïrlal ruu
²iljdäg togloomyg stoxastik togloom gäj närlänä.
Xäräw olon alxamt togloomd taluud tasraltgüï üïldäl xiïx bögööd talu-
udyn tölöw baïdal n´ differencial täg²itgäläär biqigddäg bol änä
togloomyg differencial togloom gäj närlänä. Ji²äälbäl, äsräg taluu-
dyn baïldaany 2 ongocny xööcöldööniï bodlogo n´ differencial togloom
µm. Näg ongocny gol zorilgo n´ todorxoï mujid orj irsäniï daraa nögöö
ongocyg onilj buudax, nögöö ongocny zorilgo n´ al´ boloxoor zugataaj
änä mujid nögöö ongocyg oruulaxgüï bas ¶wdal µm.
Mädäälliïn baïdlaas xamaaran togloomyg bürän ba bürän bus mädääläl-
täï togloom gäj angildag.

Xäräw togloomyn alxam tus bürt toglogq bürt ömnö n´ ¶mar stra-
tegi songoj üïldäl xiïsän n´ mädägdäj baïwal änä togloomyg bürän
mädäälältäï togloom gänä.
Ji²äälbäl, ²atar ba daam n´ bürän mädäälältäï togloom bolno. Uqir
n´ toglogq tus bür ömnö n´ ¶mar nüüdäl xiïsnää mädäj baïj daraagiïn
nüüdäl xiïx buµu üïldlää güïcätgädäg.

Xäräw togloomd ömnöx üïldliïn talaar mädääläl baïxgüï bol änä
togloomyg bürän bus mädäälältäï togloom gänä.
Duryn bürän mädäälältäï togloom n´ cäwär strategiïn xuw´d ²iïdtäï
baïdag.
Ji²äälbäl, ²atar togloj buï taluudyn xuw´d ürgälj täncäänd xürgädäg
strategi buµu nüüdlüüdiïn onowqtoï daraalal or²dog gäsän üg µm.

1.2 Togloomyn matematik zagwar
Xoër ätgäädtäï togloomyn zagwar awq üz´e. A ba B olonloguud n´ 1 ba
2-r toglogquudyn strategiïn olonloguud bolog. Togloomyn ¶wcad 1-r
toglogq ööriïn strategi x-g A olonlogoos, 2-r toglogq strategi y-g B-
ääs tus tus bie bienääsää ül xamaaran songono

(x, y) ∈ A×B, x ∈ A, y ∈ B.

(x, y) strategi songosny ür dünd 1-r toglogq f(x, y) xojil, 2-r toglogq
ϕ(x, y) xojil tus tus awdag baïg. f, ϕ-üüd n´ skal¶r funkcüüd bolno.

f : A×B → R, ϕ : A×B → R.

Xäräw duryn (x, y) ∈ A×B-yn xuw´d

f(x, y) + ϕ(x, y) = 0 (1.1)

nöxcöl bieldäg bol änä togloomyg täg niïlbärtäï togloom gäj närlänä.
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Xäräw duryn (x, y) ∈ A×B-yn xuw´d

f(x, y) + ϕ(x, y) 6= 0 (1.2)

nöxcöl bieldäg bol änä togloomyg 2 ätgäädtäï täg bi² niïlbärtäï
togloom gänä. Täg niïlbärtäï togloomyn xuw´d

ϕ(x, y) = −f(x, y)

tul 2-r toglogqiïn xojil n´ 1-r toglogqiïn aldagdlaar todorxoïlogdoj
baïna.
Toglogq tus büriïn zorilgo n´ x ∈ A ba y ∈ B-g songox zamaar öörs-
diïnxöö xojlyg xamgiïn ix baïlgaxad or²ino.
x ∈ A ba y ∈ B gäsän songolt n´ (x, y) gäsän nöxcöl baïdlyg üüsgäx ba änä
n´ f(x, y), ϕ(x, y) gäsän xojlyn funkcüüdiïg todorxoïlno.
Täg bi² niïlbärtäï togloomyn xuw´d (x∗, y∗) ∈ A×B or²ix bögööd

{
f(x∗, y∗) ≥ f(x, y∗), ∀x ∈ A
ϕ(x∗, y∗) ≥ ϕ(x∗, y), ∀y ∈ B

(1.3)

nöxcöl bielägdäj baïwal (x∗, y∗) strategiïg 2 ätgäädtäï täg bi² niïl-
bärtäï togloomyn onowqtoï ²ïid buµu Nä²iïn täncwär gäj närlänä.
Ööröör xälbäl, Nä²iïn täncwär däär toglogq tus bür öörsdiïn busad
strategi däärx xojlyg bodwol xamgiïn ix xojil awdag. Mön (1.3) nöx-
cliïg daraax xälbärt biqwäl:





f(x∗, y∗) = max
x∈A

f(x, y∗)

ϕ(x∗, y∗) = max
y∈B

ϕ(x∗, y)

Olon ätgäädtäï täg bi² niïlbärtäï togloom bolon tüüniï ädiïn zasgiïn
xäräglääg bid (3)-r bülägt dälgärängüï awq üzäx bolno. Odoo 2 ätggäädtäï
täg niïlbärtäï togloomyn xuw´d ²iïdiïg todorxoïl´ë.
Änä zorilgoor min

y∈B
f(x, y), max

x∈A
f(x, y) utguud or²dog gäj üz´e.

1-r toglogq ¶mar nägän x ∈ A strategi songoson baïg. Tägwäl f(x, y) n´ 2-r
toglogqiïn aldagdlyn funkc bolox bögööd änä toglogq ööriïnxöö mädäld
buï strategi y-g songox zamaar änä aldagdlyg buuruulaxyg ärmälzänä.
Ööröör xälbäl, änä min

y∈B
f(x, y) bolno. Odoo 1-r toglogq ööriïnxöö mädliïn

x0-iïg songox zamaar änä utgyg ixäsgäxiïg zorino. Iïmd

v1 = min
y∈B

f(x0, y) = max
x∈A

min
y∈B

f(x, y)

x0 ∈ A-g 1-r toglogqiïn maksimin strategi gäj närlänä. v1 utga n´ 1-r
toglogqiïn batalgaat xojlyg ögnö. Ööröör xälbäl, 2-r toglogq strategää
¶mar q baïdlaar songood 1-r toglogqiïn xojlyg buuruulsan q 1-r toglog-
qiïn xojlyn batalgaat utga n´ v1 baïna.
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Odoo 2-r toglogqiïn ¶mar näg strategi y ∈ B ögögdsön baïg. Tägwäl 1-r
toglogq x ∈ A strategi songox zamaar f(x, y) utgyg ixäsgäxiïg ärmälzänä.
Änä utga n´ max

x∈A
f(x, y) bolno. 2-r toglogq strategi y0-gää songox zamaar

änä xojlyn utgyg buuruulaxyg ärmälzänä. Ööröör xälbäl,

v2 = max
x∈A

f(x, y0) = min
y∈B

max
x∈A

f(x, y)

v2 utga n´ 2-r toglogqiïn batalgaat aldagdlyg todorxoïlno.
y0 ∈ B-g 2-r toglogqiïn minimaks strategi gäj närlänä.
Xäräw v1 = v2 bol x0 ba y0 n´ I, II toglogquudyn onowqtoï strategi bolno.
v∗ = v1 = v2 utgyg togloomyn utga gäj närlänä. Erönxiï toxioldold
v1 6= v2 bieläx albagüï bögööd togloomyn ²iïd or²ixgüï ba änä n´ örgöt-
gösön utgaar or²ix ba änä asuudlyg daraagiïn bülgüüdäd sudlax bolno.

1.3 Minimaks ba maksimin
A ba B n´ tögsgölög xämjääst wektor ogtorguï Rn-yn olonloguud bolog.
A ⊂ Rn, B ⊂ Rn. f(x, y) funkc n´ wektor argumenttaï skal¶r utga awdag
funkc. f : A×B → R.
v1 ba v2 xämjigdäxüüniïg todorxoïl³ë.

v1 = max
x∈A

min
y∈B

f(x, y), v2 = min
y∈B

max
x∈A

f(x, y) (1.4)

Teorem 1.1 A, B olonloguud kompakt bögööd f(x, y) funkc n´ A × B
däär tasraltgüï baïg. Tägwäl v1, v2 utguud or²ino.
Batalgaa. Daraax tuslax qanaryn funkcüüdiïg todorxoïl³ë.

α(x) = min
y∈B

f(x, y) β(x) = max
x∈A

f(x, y).

Ädgäär funkcüüd n´ duryn x ∈ A ba y ∈ B-yn xuw´d todorxoïlogdono.
Funkcüüd tasraltgüï gädgiïg xaruul³¶. Ji²äälbäl, α(x) funkciïg awq
üz´e. B olonlog n´ kompakt buµu bitüü zaaglagdsan olonlog tul Weïr²-
trassyn teorem ësoor ([11]) α(x) funkc minimum utgaa ¶mar näg y(x)
älement däär awna. Ööröör xälbäl α(x) = f(x, y(x)), y(x) ∈ B baïna.
Duryn x, x ∈ A-yn xuw´d

α(x) = f(x, y(x)) ≤ f(x, y(x))
α(x̄) = f(x̄, y(x̄)) ≤ f(x̄, y(x))

bielnä. Ändääs doorx täncätgäl bi²iïg biqij bolno.

f(x, y(x))− f(x̄, y(x)) ≤ α(x)− α(x̄) ≤ f(x, y(x̄))− f(x̄, y(x̄)). (1.5)

{xk} ∈ A, k = 1, 2, . . . , daraalal n´ x̄ ruu niïldäg duryn daraalal bolog.
lim

k→∞
xk = x̄. yk = y(xk) daraallyg baïguul³¶. Tägwäl yk ∈ B bolox ba
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B kompakt tul {yk} daraalal n´ niïldäg däd daraallyg öörtöö aguulna.
Ji²äälbäl, {yk

m ∈ B} daraalal niïldäg bolog. lim
m→∞ ykm = ȳ.

Odoo (1.5)-d x = xkm gäj üzääd m → ∞ üed x¶zgaart ²ilj´e. Mön
lim

m→∞xkm = x̄ bolox n´ ilärxiï µm.

f(xkm , y(xkm))− f(x̄, y(xkm)) ≤ α(xkm)− α(x̄) ≤ f(xkm , y(x̄))− f(x̄, y(x̄))
(1.6)

f(x, y) funkc tasraltgüï tul

lim
m→∞ f(xkm , y(xkm)) = f(x̄, ȳ),

lim
m→∞ f(xkm , y(x̄)) = f(x̄, y(x̄)),

lim
m→∞ f(x̄, y(xkm)) = f(x̄, ȳ)

bielnä. Iïmd (1.6) n´

0 ≤ lim
m→∞[α(xkm)− α(x̄)] ≤ 0

bolox ba lim
m→∞α(xkm) = α(x̄) bielägdäj α(x) funkc n´ x̄ cäg däär tasralt-

güï baïna. x̄ ∈ A cäg n´ duryn ba f(x, y) tasraltgüï tul α(x) funkc n´
A olonlog däär mön tasraltgüï baïna.
Mön üüntäï tösöötäïgäär β(y) funkciïg B olonlog däär tasraltgüï gädg-
iïg xaruulj bolno. Iïmd v1 = max

x∈A
α(x), v2 = max

x∈B
β(y) utguud Weïer²-

trassyn teorem ësoor or²ix n´ ilärxiï bolj teorem batlagdaw ¥.

Mördlög 1.1. F (x, y, z) funkc n´ A×B×Z muj däär todorxoïlogdson
ba tasraltgüï baïg. A, B kompakt olonloguud. Tägwäl

µ1(z) = max
x∈A

min
y∈B

F (x, y, z), µ2(z) = min
y∈B

max
x∈A

F (x, y, z)

funkcuud Z olonlog däär tasraltgüï baïna.
Odoo v1 ba v2 utguudyn xoorondox xolboog garga¶.

Teorem 1.2 Xäräw v1 ba v2 utguud or²dog bol v1 ≤ v2 buµu

max
x∈A

min
y∈B

f(x, y) ≤ min
y∈B

max
x∈A

f(x, y) (1.7)

Batalgaa. Duryn x ∈ A, y ∈ B-g awaxad min
y∈B

f(x, y) ≤ f(x, y) ≤
max
x∈A

f(x, y) bolox ba min
y∈B

f(x, y) ≤ max
x∈A

f(x, y) ändääs max
x∈A

min
y∈B

f(x, y) ≤
max
x∈X

f(x, y), ∀x ∈ A bolno.
Iïmd v1 = max

x∈A
min
y∈B

f(x, y) ≤ v2 = min
y∈B

max
x∈A

f(x, y) bolj teorem batlagdaw.
¥
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Ji²ää 1.1. A = B = [0, 1], f(x, y) = x(y + 1), α(x) = x, β(y) = y + 1.
Iïmd max

x∈A
α(x) = min

y∈B
β(y) = 1.

Ji²ää 1.2. A = B = [0, 1], f(x, y) = (x − y)2, α(x) = min
y∈B

f(x, y) =

min
y∈[0,1]

(x− y)2 = 0, ∀x ∈ A, v1 = max
x∈[0,1]

0 = 0.

β(y) = max
x∈[0,1]

(x− y)2 =





(1− y)2, 0 ≤ y ≤ 1
2

y2,
1
2
≤ y ≤ 1

Ändääs min
y∈[0,1]

β(y) =
1
4

= v2 > v1.

Togloomyn onolyn üüdnääs awq üzwäl v1 = v2 baïx toxioldlyg sudlax
n´ ilüü aq xolbogdoltoï. Uqir n´ täg niïlbärtäï togloomd v1 n´ 1-r
toglogqiïn batalgaat xojlyg, v2 n´ 2-r toglogqiïn batalgaat aldagdlyg
todorxoïldog.

Teorem 1.3 (Minimaksyn tuxaï) f(x, y) funkc n´ güdgär kompakt
olonloguudyn ürjwär A× B däär todorxoïlogdson ba tasraltgüï baïg.
f(x, y) funkc n´ duryn y ∈ B-yn xuw´d x xuw´sagqaar xotgor, duryn x ∈ A-
yn xuw´d y xuw´sagqaar güdgär bolog.
tägwäl

max
x∈A

min
y∈B

f(x, y) = min
y∈B

max
x∈A

f(x, y)

Batalgaa. Teorem 1.2 ësoor
v1 = max

x∈A
min
y∈B

f(x, y) ≤ v2 = min
y∈B

max
x∈A

f(x, y) bielägdäx tul v1 ≥ v2-g xaruu-
lax n´ xangalttaï µm.
Teoremyn batalgaand nämält bolgon f(x, y) funkciïg y xuw´sagqaar ärs
güdgär funkc gäj üz´e. Tägwäl duryn x ∈ A-yn xuw´d

α(x) = min
y∈B

f(x, y) = f(x, y(x))

baïx cor ganc y(x) ∈ B or²ino. Odoo y(x) wektor funkciïg A däär
tasraltgüï gädgiïg xaruul³¶. Äsrägääs n´ batal³¶. Ji²äälbäl, dor
xa¶j näg cäg bolox x ∈ A däär funkc tasralttaï gäj üz´e. Tägwäl x̄ cäg
rüü niïlsän {xk} ∈ A daraalal ürgälj or²ix bögööd lim

k→∞
y(xk) = ȳ ba

ȳ 6= y(x̄).
Nögöö talaas B kompakt olonlog tul ȳ ∈ B baïna. f(x, y) ba α(x) funkcüüd
tasraltgüï tul f(x̄, ȳ) = lim

k→∞
f(xk, y(xk)) = lim

k→∞
α(xk) = α(x̄) = f(x̄, y(x̄)).

Iïmd α(x̄) = f(x̄, ȳ) = f(x̄, y(x̄)), ȳ 6= y(x̄) bolj, f(x̄, y) funkciïn y
xuw´sagqaar güdgär gädägt xar²ilj baïna. Iïmd y(x) funkc n´ A däär
tasraltgüï baïna. Weïer²trassyn teorem ësoor x∗ ∈ A cäg or²ix ba

α(x∗) = max
x∈A

α(x).
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Daraax cägüüdiïg baïguul³¶.
xt = (1− t)x∗ + tx, yt = y(xt), t ∈ (0, 1), x ∈ A.
A olonlogiïn güdgär bolon f(x, y) funkciïn x-äär xotgor qanaryg xar-
galzan üzwäl:
xt ∈ A ba α(xt) = f(xt, yt) = f([1−t]x∗+tx, yt) ≥ (1−t)f(x∗, yt)+t·f(x, yt) ≥
(1− t)α(x∗) + t · f(x, yt).

Nögöö talaas, α(x∗) ≥ α(xt) tul ömnöx täncäl bi²ääs

α(xt) ≥ (1− t)α(x∗) + tf(x, yt) ≥ (1− t)f(xt, yt) + tf(x, yt)

bolox ba f(xt, yt) ≥ (1− t)f(xt, yt) + tf(x, yt) bolj

α(xt) = f(xt, yt) ≥ f(x, yt), ∀x ∈ A, t ∈ (0, 1) (1.8)

bielnä. y(x) wektor-funkc tasraltgüï tul

lim
t→0

yt = lim
t→0

y(xt) = y(x∗) = y∗ (1.9)

Odoo (1.9)-g xargalzan üzäj (1.8)-d t → 0 üed x¶zgaart ²iljwäl

lim
t→0

α(xt) ≥ lim
t→0

f(x, yt)

bolox ba ändääs α(x∗) ≥ f(x, y∗), ∀x ∈ A bielnä. Iïmd ändääs

α(x∗) ≥ max
x∈A

f(x, y∗) ≥ min
y∈B

max
x∈A

f(x, y) = v2.

Odoo α(x∗) = max
x∈A

min
y∈B

f(x, y) = v1 gädgiïg xargalzan üzwäl v1 ≥ v2 bolox
ba Teorem 1.2-yg xargalzan üzwäl v1 = v2 bolj teorem f(x, y) funkc y-
äär ärs güdgär üed batlagdaw. Odoo erönxiï toxioldold teoremyg daxin
batal³¶. Tuslax qanaryn funkc F (x, y, ε)-g todorxoïlno. F (x, y, ε) =
f(x, y)+εM(y), üünd M(y) n´ B däär duryn tasraltgüï, ärs güdgär funkc,
ε-parametr. Tägwäl duryn ε > 0 üed F (x, y, ε) funkc teoremyn nöxcöliïg
xangax bögööd y-gäär ärs güdgär bolno. Iïmd ömnö n´ batalsan ësoor

µ(ε) = max
x∈A

min
y∈B

F (x, y, ε) = min
y∈B

max
x∈A

F (x, y, ε) = v(ε).

µ(ε) ba v(ε) funkcüüd duryn ε-yn xuw´d tasraltgüï ba µ(ε) = v(ε),
∀ε > 0. Iïmd

lim
ε→0

µ(ε) = lim
ε→0

v(ε) = µ(0) = v(0)

bolj teorem bürän batlagdaw. ¥
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1.4 Ämääliïn cäg
Todorxoïlolt 1.1 Xäräw A × B olonlog däär todorxoïlogdson f(x, y)
funkciïn xuw´d (x∗, y∗) ∈ A×B cäg däär

f(x, y∗) ≤ f(x∗, y∗) ≤ f(x∗, y), ∀(x, y) ∈ A×B (1.10)

nöxcöl bielägdäj baïwal (x∗, y∗) cägiïg f(x, y) funkciïn A × B däärx
ämääliïn cäg gäj närlänä.

Teorem 1.4 Xäräw (x∗, y∗) ba (x0, y0) cägüüd n´ f(x, y) funkciïn A×B
däärx ämääliïn cägüüd bol

f(x∗, y∗) = f(x0, y0)

bolox ba (x∗, y0), (x0, y∗) cägüüd n´ mön f(x, y) funkciïn (A × B) däärx
ämääliïn cägüüd bolno.
Batalgaa. Teoremyn nöxcöl ësoor

f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x0, y), ∀x ∈ A, y ∈ B (1.11)

(1.10)-d x = x0, y = y0 gäj orluulan x = x∗, y = y∗ üed (1.11)-g biqääd
xar´cuulbal

f(x∗, y0) = f(x∗, y∗) = f(x0, y0) = f(x0, y∗).

Odoo (1.11)-yn züün tal, (1.10)-yn baruun talyg a²iglawal

f(x, y0) ≤ f(x∗, y0) ≤ f(x∗, y), x ∈ A, y ∈ B.

Iïmd (x∗, y0) n´ f funkciïn ämääliïn cäg bolox n´ xaragdaj baïna. Mön
üüntäï ijilxänäär (x0, y∗)-g ämääliïn cäg gädgiïg xaruulj bolno. Odoo
ämääliïn cäg ba v1 = max

x∈X
min
y∈B

f(x, y), v2 = min
y∈B

max
x∈A

f(x, y) utguudyn xol-
boog togtooë.

Teorem 1.5 v1, v2 utguud or²dog bolog. f(x, y) funkc A×B olonlog
däär ämääliïn cägtäï baïx zaïl²güï ba xürälcäätäï nöxcöl n´

v1 = v2

baïx ¶wdal µm.

Batalgaa. Zaïl²güï nöxcöl. (x∗, y∗) cäg n´ f(x, y) funkciïn A×B
däärx ämääliïn cäg baïg. Todorxoïlolt ësoor

max
x∈A

f(x, y∗) = f(x∗, y∗) = min
y∈B

f(x∗, y).
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nögöö talaas
v2 ≤ max

x∈A
f(x, y∗),

min
y∈B

f(x∗, y) ≤ v1

bielnä. Ändääs v2 ≤ f(x∗, y∗) ≤ v1. Nögöö talaas v2 ≥ v1 ürgälj bieldäg
tul

v1 = v2 = f(x∗, y∗).

Xürälcäätäï nöxcöl. v1 = v2 bielägddäg bolog.
v1 = max

x∈A
min
y∈B

f(x, y) = min
y∈B

f(x∗, y),

v2 = min
y∈B

max
x∈A

f(x, y) = max
x∈A

f(x, y∗).

(x∗, y∗) cägiïg f funkciïn A × B däärx ämääliïn cäg gädgiïg xaruul³¶.
v1 = v2 nöxcöl ësoor

min
y∈B

f(x∗, y) = max
x∈A

f(x, y∗).

f(x, y∗) ≤ max
x∈A

f(x, y∗) = min
y∈B

f(x∗, y) ≤ f(x∗, y∗), x ∈ A,

f(x∗, y∗) ≤ max
x∈A

f(x, y∗) = min
y∈B

f(x∗, y) ≤ f(x∗, y), y ∈ B.

Süülqiïn 2 täncätgäl bi²iïg nägtgän biqwäl

f(x, y∗) ≤ f(x∗, y∗) ≤ f(x∗, y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B

bolj (x∗, y∗) n´ f(x, y) funkciïn ämääliïn cäg bolox n´ batlagdaw.

Mördlög 1. f(x, y) funkciïn ämääliïn cäg (x∗, y∗) bolon v1, v2 or²-
dog bol

v1 = v2 = f(x∗, y∗)

Mördlög 2. Teorem 1.3-yn nöxcöl n´ f(x, y) funkciïn A × B däärx
ämääliïn cäg or²in baïx xürälcäätäï nöxcöl bolno.

1.5 Cäwär strategitäï matrican togloom
Xoër ätgäädtäï täg niïlbärtäï togloom awq üz´e. Toglogq taluudyn
strategiïn olonloguud A ba B n´ tögsgölög älementüüdääs togtdog gäj
üz´e.

A = {a1, a2, . . . , am}, B = {b1, b2, . . . , bn}.
Xarilcan ganc utgataï

i ↔ ai, i = 1, . . . ,m; j ↔ bj , j = 1, . . . , n

buulgaltuudyg oruulj irsänäär zöwxön strategüüdiïn dugaartaï ajil-
lax bolomjtoï bolno. Ööröör xälbäl

A = {1, . . . , m}, B = {1, . . . , n}.
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1-r toglogqiïn xojlyn funkciïg todorxoïlbol:

f(ai, bj) = f̃(i, j) = cij , i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n

Xojlyn funkciïg (m× n) xämjäätäï {cij} matricäär biqwäl

C =




c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

. . . . . . . . . . . .
cm1 cm2 . . . cmn




Todorxoïlolt 1.2. Xoër ätgäädiïn täg niïlbärtäï togloomyn strate-
giïn olonloguud n´ tögsgölög älementüüdääs togtoj baïwal änä togloomyg
matrican togloom gäj närlänä.

Matrican togloomyn üïldliïg todorxoïl³ë. 1-r toglogq ööriïn strategi
ai-g songoxdoo matricyn i-r möriïg songox ba 2-r toglogq j-r baganyg
songono.

Matrican i-r mör, j-j baganyn ogtlolcol däär or²ij buï cij n´ 1-r
toglogqiïn xojlyg buµu 2-r toglogqiïn aldagdlyg todorxoïlno. Ööröör
xälbäl, togloltyn ¶wcad 1-r toglogq ai-strategiïg songox ba 2-r toglogq
bj strategiïg songoson üeiïn togloomyn ür dünd 1-r toglogq cij xämjääniï
xojil olox ba 2-r toglogq cij xämjääg aldana gäsän üg µm. Iïmd xojlyn
niïlbär täg µm.

cij + (−cij) = 0

1-r toglogqiïn batalgaat xojlyg biqwäl:

v1 = max
i=1,m

min
j=1,n

f̃(ai, bj) = max
1≤i≤m

min
1≤j≤n

cij

2-r toglogqiïn batalgaat aldagdlyn xämjää n´

v2 = min
1≤j≤n

max
1≤i≤m

f̃(ai, bj) = min
1≤j≤n

max
1≤i≤m

cij

Maksmin strategi i0-g todorxoïlbol:

v1 = min
1≤j≤n

ci0j = max
1≤i≤m

(
min

1≤j≤n
cij

)
= ci0j1

Minimaks strategi j0 n´ daraax nöxclöös todorxoïlogdono.

v2 = max
1≤i≤n

cij0 = min
1≤j≤n

(
max

1≤i≤m
cij

)
= ci1j0

Teorem 1.2 ësoor v1 = ci0j1 ≤ v2 = ci1j0 bielägdänä.
Xäräw v1 = v2 buµu

max
1≤i≤m

min
1≤j≤n

cij = min
1≤j≤n

max
1≤i≤m

cij = ci0j0
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nöxcöl bolj baïwal (i0, j0) strategiïg togloomyn ²iïd buµu ämääliïn
cäg gäj närlänä.
Ämääliïn cägiïn xuw´d

cij0 ≤ ci0j0 ≤ ci0j , i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n

Ändääs ci0j0 = max
1≤i≤m

cij0 , ci0j0 = min
1≤j≤n

ci0j tul togloomyn utga ci0j0 n´
i0 möriïn älementüüdiïn xuw´d xamgiïn baga n´, j0-r baganyn älemen-
tüüdiïn xuw´d xamgiïn ix n´ bolj baïna. Togloomyn ämääliïn cägiïg
oloxdoo daraax matrican xüsnägtiïg a²iglaj olox n´ toxiromjtoï.
Xüsnägt 1.1.

bj

ai
b1 b2 . . . bj . . . bn αi

a1 c11 c12 . . . c1j . . . c1n α1

a2 c21 c22 . . . c2j . . . c2n α2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai ci1 ci2 . . . cij . . . cin αi

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am cm1 cm2 . . . cmj . . . cmn αm

βj β1 β2 . . . βj . . . c1n

αi = min
1≤j≤n

cij , i = 1, 2, . . . ,m; v1 = max
1≤i≤m

αi

βj = max
1≤i≤m

cij , v2 = min
1≤j≤n

βj

Xäräw v1 = αi0 = max
1≤i≤m

αi = v2 = βj0 = min
1≤j≤n

βj bol (i0, j0) strategi n´
matrican togloomyn cäwär strategitäï üeiïn ²iïd bolno.
Xäräw v1 6= v2 bol änä togloom n´ cäwär strategitäï üed ²iïdgüï baïna.

Ji²ää 1.1. Xoër toglogq nägän zäräg 2 zoos ²idnä. Xäräw 2 zoos
ijilxän süldäär äswäl toogoor buuwal 1-r toglogq 100 tög. xojij, 2-r
toglogq 100 tög. aldana. Xäräw 2 zoos äsrägäär buuwal 1-r toglogq 100
tög. aldana. Änä togloomyn ²iïdiïg ²injil´e.
1-r toglogqiïn strategiïn olonlog A n´ too ba süldääs togtono. 2-r
toglogqiïn strategiïn olonlog B n´ mön too ba süldääs togtono. Iïmd
A = {too, süld}, B = {too, süld}.
Togloomyn matricyg zoxiowol

B
A

too süld

too 100 −100
süld −100 100
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äswäl
(

100 −100
−100 100

)

Änä matricyn xuw´d

α1 = −100 α2 = −100, v1 = −100
β1 = 100 β2 = 100, v2 = 100

v1 6= v2 tul änä togloom cäwär strategitäï üed ²iïdgüï baïna.

Ji²ää 1.2 Daraax matrican togloomyn ²iïdiïg ol³ë.



4 2 3 2
6 1 −1 −3
9 −2 −5 1




α1 = 2, α2 = −3, α3 = −5, v1 = max{α1, α2, α3} = 2,
β1 = 9, β2 = 2, β3 = 3, β4 = 2, v2 = min{β1, β2, β3, β4} = 2
v1 = v2 = 2 tul änä togloom 2 ²iïdtäï. Tüünqlän α1 = β2 = β4 = 2 tul
togloom (a1, b2) ba (a1, b4) gäsän 2 ämääliïn cägtäï baïna. Ööröör xälbäl
1-r toglogq 1-r strategiïg songoj, 2-r toglogq 2-r äswäl 4-r strategää
songowol toglogq tus bür batalgaat xojil ba batalgaat aldagdaldaa
xürq baïna.

Ji²ää 1.3 


0 4 −1 3
1 0 2 2
3 1 −2 1




Togloomyn xuw´d
α1 = −3, α2 = 0, α3 = −2, v1 = 0,
β1 = 3, β2 = 4, β3 = 2, β4 = 3, v2 = 2.

Ji²ää 1.4 


5 3 4 3
7 2 0 2

10 −1 −4 2




Togloomyn xuw´d
α1 = 3, α2 = 0, α3 = −4, v1 = 3,
β1 = 10, β2 = 3, β3 = 4, β4 = 3, v2 = 3.
v1 = v2 = a12 = a14 = 3 tul togloomd (1,2) ba (1,4) gäsän ämääliïn cägüüd
baïna.

Ji²ää 1.5 (Xoër xuruuny togloom)
Togloomd orolcogq 2 toglogq tus bür n´ näg äswäl xoër xuruugaa üzüülj
nägän zäräg 1 äswäl 2 gäsän toog närlänä. Toglogq tuc büriïn zorilgo
n´ nögöö toglogqiïn üzüülsän xuruuny toog taaxad or²ino. Xäräw 2
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toglogq xoëulaa bie bieniïxää üzüülsän xuruuny toog zäräg taasan äswäl
taagaagüï bol togloom täncäägäär tögsönö. Xäräw al´ näg n´ zöw taawal,
tär 2 toglogqiïn üzüülsän xuruunuudyn toonuudyn niïlbärtäï täncüü
xojlyg awna.
Änä togloomyg matrican xälbärt biq´e.
Toglogq tus büriïn strategiïg (i, j)-äär tämdägläe.
Üünd i(i = 1, 2) n´ xuruuny too, j n´ (j = 1, 2) närläsän too.
Tägwäl toglogq tus büriïn bolomjit strategüüd n´ (1,1), (1,2), (2,1), (2,2)
bolno. Togloomyn xojlyg daraax xüsnägtäd üzüül´e.

B
A

(1,1) (1,2) (2,1) (2,2)

(1,1) 0 2 -3 0
(1,2) -2 0 0 3
(2,1) 3 0 0 -4
(2,2) 0 -3 4 0

Ji²äälbäl, 1-r toglogq 2 xuruu üzüülj, 1-g närläsän (2,1) strategiïg
xärägjüülsän, xarin 2-r toglogq 1 xuruu üzüülj, 1-g närläj (1,1) strategi
xärägjüülsän bol 1-r toglogqiïn xojil n´ c31 = 2 + 1 = 3 bolno.
Änä togloomyn ²iïdiïg sonirxwol
α1 = −3, α2 = −2, α3 = −4, α4 = −4, v1 = −2,
β1 = 3, β2 = 2, β3 = 4, β4 = 3, v2 = 2.
v1 6= v2 tul änä togloom cäwär strategitäï üed ²iïdgüï.

Ji²ää 1.6 (Mongol ardyn xuruu gargax togloom)
Xoër toglogq nägän zäräg näg näg xuruu gargaj toglono. Togloomyn
düräm ësoor "ärxiï" xuruu, "doloowor" xuruug, "doloowor" xuruu "dund"
xuruug, "dund" xuruu "¶dam" xuruug, "¶dam" xuruu "qigqiï" xuruug,
"qigqiï" xuruu "ärxiï" xuruug tus tus ¶lna. Xoër toglogq daraalsan
xuruunuudyg üzüülbäl däärx dürmäär xän näg n´ xojil (1 onoo) awax ba
ijil äswäl äs daraalsan xuruunuud üzüülbäl xän q ¶laxgüï täncäänd or-
loo gäj üznä. Änä togloomyg matrican togloomon xälbärt biq´e.

B
A

ärxiï doloowor dund ¶dam qigqiï

ärxiï 0 1 0 0 -1
doloowor -1 0 1 0 0

dund 0 -1 0 1 0
¶dam 0 0 -1 0 1

qigqiï 1 0 0 -1 0

Änä togloomyn xuw´d v1 = −1, v2 = 1 tul cäwär strategitäï üed ²iïdgüï
baïna.
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Ji²ää 1.7 (Burxand ²ütäx togloom)
Xün dälxiï ertönctäï xar´caxdaa burxan or²dog, äswäl or²ixgüï gädgääs
xamaarj am´darna. Xäräw burxan or²dog bol xün ²ütäx strategiïg
songox ba or²ixgüï bol ²ütäxgüï strategiïg barimtalna. Änä togloomd
xün ba dälxiï ertönc gäsän 2 toglogq orolcono. Xüniï strategi n´ ²ütäx
ba ül ²ütäx µm. Ertönciïn strategi n´ burxan or²dog ba äs or²ix µm.
α, β, γ > 0 ögögdsön gäj üz´e.

ertönc
xün burxan or²ino burxan or²ixgüï

²ütäx α −β

ül ²ütäx −γ 0

Xäräw burxan or²ixgüï bögööd xün ²ütdäg bol sörög taa²aal buµu −β
xojlyn utga awna. Xäräw burxan or²dog bögööd xün ²ütäxgüï bol xün
"burxny ²iïtgäl" bolox xojlyn utga −γ-g awna. Xäräw burxan or²dog
bögööd xün ²ütdäg bol "burxny xi²ig" bolox oµun sanaany xojlyn utga
α-g awna.
Änä togloomyn xuw´d v1 = max(−β,−γ) < 0 ba v2 = 0 tul togloom cäwär
strategitäï üed ²iïdgüï baïna.

Ji²ää 1.8 Xöröngö oruulagq zax zääliïn tölöw baïdlaas xamaaran
xuw´caa, bond äswäl xadgalamj xiïxäd xöröngö oruulax ²aardlagataï.
Salbar tus bürt oruulsan xöröngö oruulaltyn ögööj n´ zax zääliïn
tölöw baïdlaas xamaarna.
Xuw´caand xöröngö oruulax n´ ärsdältäï, bond n´ xuw´caag bodwol ärsdäl
bagataï ba xadgalamj xiïx n´ ärsdälgüï bolno. Zax zääliïn tölöw baï-
dal n´ saïn, dund, muu gäsän tölöw baïdlaar todorxoïlogdono. Xöröngö
oruulagqiïn jiliïn ögööj bolox nägjääs olox a²ig daraax matricäär
ögögdöx ba togloomd zax zääl 2-r toglogqoor {saïn, dund, muu} gäsän
strategitäï orolcono.

zax zääl
toglogq saïn dund muu

xuw´caa 12 8 -5
bond 4 4 6
xadgalamj 5 5 5

Xäräw zax zääliïg xöröngö oruulagqiïn ögööjiïg bagasgax zorilgotoï
baïgaa örsöldögq gäj üzwäl änä togloomyg täg niïlbärtäï 2 ätgäädiïn
matrican togloom gäj üznä. Üünd
α1 = −5, α2 = 4, α3 = 5, v1 = max{−5, 4, 5} = 5, β1 = 12, β2 = 8, β3 =
6, v2 = min{12, 8, 6} = 6.
v1 6= v2 tul änä togloom cäwär strategitäï üed ²iïdgüï baïna.
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Ji²ää 1.9 Püüs xurdan muuddag P1, P2 gäsän 2 törliïn bütäägdäxüün
üïldwärlänä. P1-bütäägdäxüüniï ööriïn örtög 800 tög. ba borluulax ünä
1200 tög. P2 bütäägdäxüüniï ööriïn örtög 500 tög. ba borluulax ünä 800
tög.
Püüs xamgiïn ix batalgaat a²igtaï baïx ödör tutmyn bütäägdäxüün
üïldwärläliïn tölöwlögöö zoxiox ²aardlagtaï. Änä zorilgoor marketingiïn
daraax sudalgaa ¶wuulsan.
Xäräw bütäägdäxüün üïldwärlägdsän ödröö borluulagdaxgüï bol qanar n´
muudax ba daraagiïn ödör 4 daxin x¶md ünäär zaragdana. Borluulalt cag
agaaraas xamaarna. Cag agaaryn taalamjtaï üed P1 ba P2 bütäägdäxüün
1000 ² ba 6000 ² tus tus borlogdono. Cag agaar taalamjgüï üed P1

bütäägdäxüün 4000 ², P2 bütäägdäxüün 1200 ² tus tus borlogdono.
Ödört üïldwärlägdsän büx bütäägdäxüün borluulaxad nämält 200.000 tög.
zardal garna.

Änä bodlogyg matrican togloomyn xälbärt biq´e. Änä togloomyg 2
ätgäädiïn toglom gäj üzwäl 1-r toglogq n´ püüs, 2-r toglogq n´ baïgal´
µm. Püüs 2 strategi xärägjüülnä. Üünd:
• Cag agaar taalamjtaï gäj üzääd bütäägdäxüün üïldwärläx
• Cag agaar taalamjgüï gäj üzääd bütäägdäxüün üïldwärläx
Baïgal´ n´ cag agaar taalamjtaï baïx ba cag agaar taalamjgüï baïx
gäsän 2 strategitäï baïna.

(
c11 c12

c21 c22

)

cij-n´ püüsiïn a²ig, i, j = 1, 2,
i-n´ püüsiïn strategi, i = 1, 2,
j-n´ baïgaliïn strategi, j = 1, 2.
Püüsiïn a²giïg oloxdoo orlogoos zardlyg xasaj olno.

cij = Rij − Tij , i, j = 1, 2,

üünd Rij-orlogo, Tij- zardal.
(1, 1) strategi xärägjüülsän üeiïn püüsiïn a²giïg toocool³ë.
Ööröör xälbäl, cag agaar taalamjtaï üed püüs cag agaaryg taalamjtaï
gäj üzäääd bütäägdäxüünää üïldwärläx.
Püüsiïn orlogyg ol³ë.

R11 = 1000× 1200 + 6000× 800 = 6000000

Zardlyg toocwol:

T11 = 1000× 800 + 6000× 500 + 200000 = 4000000

c11 = R11 − T11 = 2000000
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Odoo (1,2) strategiïn xuw´d c12-g ol³ë. Änä üed püüs 1-r strategää songo-
son buµu cag agaaryg taalamjtaï gäj üzääd bütäägdäxüünää üïldwärläsän
ba baïgal´ 2-r strategi songoson buµu cag agaar taalamjgüï baïsan gäj
üz´e.
Püüs P1-ääs 1000 ², P2-ääs 6000 ² üïldwärläsän. Xarin cag agaar taa-
lamjgüï baïsan tul orlogyg toocwol

R12 = 1000× 1200 + 1200× 800 + (6000− 1200)× (800 : 4) = 3120000

Xargalzax zardal T12-g olbol:

T12 = 1000× 800 + 6000× 500 + 200000 = 4000000

c12 = R12 − T12 = −880000

Odoo (2,1) strategiïn xuw´d c21-g ol³ë. Püüs 2-r strategää xärägläsän
buµu cag agaaryg taalamjgüï gäj üzääd P1-ääs 4000 ², P2-ääs 1200 ²-g
üïldwärlään ba xarin änä üed cag agaar taalamjtaï baïsan.
Bodlogyn nöxcöl ësoor P1 n´ 1000 ², P2 n´ 6000 ² tus tus borlogdono.
Xarin P1-iïn üldsän 4000 − 1000 = 3000 ² bütäägdäxüün n´ margaa² n´
1200 : 4 = 300 tögrögöör borlogdono. Iïmd orlogyg olbol:

R21 = 1000× 1200 + (4000− 1000)× (1200 : 4) + 1200× 800 = 3060000

Zardlyg olbol:

T21 = 4000× 800 + 1200× 500 + 200000 = 4000000

c21 = R21 − T21 = −940000

Äcäst n´ (2,2) strategiïn üed c22-g ol³ë. Änä üed püüs ba baïgal´ tus bür
n´ 2-r strategää songoson. Ööröör xälbäl, püüs cag agaaryg taalamjgüï
gäj üzääd P1-ääs 4000 ², P2-ääs 1200 ² tus tus üïldwärläsän. Xarin cag
agaar änä üed taalamjgüï baïsan.

R22 = 4000× 1200 + 1200× 800 = 5760000

T22 = 4000× 800 + 1200× 500 + 200000 = 4000000

c22 = R22 − T22 = 5760000− 4000000 = 1760000

Iïmd togloomyn matricyg biqwäl
(

200000 −880000
−940000 1760000

)

Änä togloomyn ²iïd cäwär strategitäï üed or²ixgüï n´ ilärxiï baïna.
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1.6 Xolimog strategitäï matrican togloom
Täg niïlbärtäï 2 ätgäädiïn matrican togloomd togloomyn ²iïd cäwär
strategitäï üed ürgälj or²ix albagüï gädäg n´ Ji²ää 1.1-1.9-ääs xarag-
daj baïna. Änä üed xargalzax strategüüdiïg todorxoï magadlaltaïgaar
xärägjüüldäg buµu xolimog strategitäï matrican togloom üüsnä. (m×n)
xämjäästäï matrican togloom c = {cij} awq üz´e.
1 ba 2-r toglogq naryn strategüüdiïn olonlog n´
A = {a1, a2, . . . , am} ba B = {b1, b2, . . . , bn} bolog.
xi, (i = 1, 2, . . . , m) n´ 1-r toglogqiïn i-r cäwär strategi ai-g songox mag-
adlal.
yj , (j = 1, 2, . . . , n) n´ 2-r toglogqiïn j-r cäwär strategi bj-g songox mag-
adlal.
Togloomyn düräm ësoor 2 toglogq al´ näg strategiïg zaawal songox tul

m∑
i=1

xi = 1,
n∑

j=1
yj = 1, xi ≥ 0, yj ≥ 0,

i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n

(1.12)

Todorxoïlolt 1.3. (1.12) nöxcliïg xangaj buï x = (x1, . . . , xm), y =
(y1, . . . , yn) wektorüüdiïg (m×n) matrican togloomyn xolimog strategüüd
gäj närlänä.

Daraax olonloguudyg todorxoïl³ë.

X =
{

x = (x1, . . . , xm) : xi ≥ 0, i = 1, . . . , m,
m∑

i=1
xi = 1

}

Y =
{

y = (y1, . . . , yn) : yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,
n∑

j=1
yj = 1

}

X ba Y olonloguud güdgär kompakt gädäg n´ ilärxiï µm. Uqir n´ ädgäär
olonloguud bitüü, zaaglagdsan güdgär olonloguud µm.
Xolimog strategiïn xos (x, y), x ∈ X, y ∈ Y bolno. Xolimog strate-
giïg xärägjüülsän üed erdiïn (i, j) strategi n´ xiyj magadlaltaïgaar
xärägjinä.
Änä üeiïn 1-r toglogqiïn dundaj xojil n´ cijxiyj baïna. (x, y) xos däär
todorxoïlogdson xolimog strategitäï togloomyn dundaj xojil n´

f(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxiyj (1.13)

tom³ëogoor ögögdönö. Änä n´ 1-r toglogqiïn dundaj xojil äswäl 2-r
toglogqiïn dundaj aldagdlyg todorxoïlno. 1-r toglogqiïn batalgaat
dundaj xojil n´

v1 = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y).
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2-r toglogqiïn batalgaat dundaj aldagdal n´

v2 = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Todorxoïlolt 1.4. Xäräw (x∗, y∗) ∈ X × Y xosyn xuw´d

min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = f(x∗, y∗) (1.14)

nöxcöl bielägdäj baïwal (x∗, y∗)-g xolimog strategitäï matrican tog-
loomyn onowqtoï xolimog strategi gäj närlänä.

Teorem 1.6 (Fon-Neïman) Xolimog strategitäï duryn matrican
togloom onowqtoï xolimog strategitäï buµu ürgälj ²iïdtäï baïna.
Batalgaa. (1.13) tom³ëogoor todorxoïlogdson f(x, y) funkc n´ x ba y
xuw´sagquudaar ²ugaman funkc n´ ilärxiï µm.
Iïmd x-äär xotgor, y-äär güdgär baïna. Nögöö talaar X ba Y olonloguud
kompakt olonloguud tul minimaksyn utgyn tuxaï Teorem 1.3-yn nöx-
cliïg xangaj baïna. Iïmd

min
y∈B

max
x∈X

f(x, y) = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y)

bielägdäj teorem batlagdaw.

Teorem 1.5 ësoor (x0, y0) ∈ X × Y ämääliïn cäg or²ix bögööd

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = f(x0, y0)

bielägdänä. Iïmd (x0, y0) xos n´ onowqtoï xolimog strategi bolno.

v = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) (1.15)

utgyg xolimog strategitäï matrican togloomyn xojil gäj närläe.

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

f(x∗, y) (1.16)

min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = max
x∈X

f(x, y∗) (1.17)

baïx x∗ ba y∗ ürgälj or²ino. x∗-g 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog
strategi gäj närlänä. y∗ n´ 2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi
bolno. Odoo onowqtoï xolimog strategiïn xuw´d bielägdäx zaïl²güï
bolon xürälcäätäï nöxcliïg todorxoïl³ë. Änä zorilgoor daraax teore-
myg tom³ëol³ë.

Teorem 1.7 v gäsän xojiltoï xolimog strategitäï matrican tog-
loomyn xuw´d x∗ n´ 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi baïx
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zaïl²güï ba xürälcäätäï nöxcöl n´ 2-r toglogqiïn duryn xolimog strategi
y-iïn xuw´d

v ≤ f(x∗, y) (1.18)

nöxcöl bielägdäx ¶wdal µm.
Mön y∗ n´ 2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi baïx zaïl²güï ba
xürälcäätäï nöxcöl n´ 1-r toglogqiïn duryn xolimog strategi x-iïn
xuw´d

f(x, y∗) ≤ v (1.19)

bielägdäx ¶wdal µm
Batalgaa. Teoremyn 1-r xäsäg bolox (1.18) nöxcöl bielägdäxiïg xaruu-
l³¶.
x∗ n´ 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi bolog. Teorem 1.6 bolon
(1.15) ësoor y∗ ∈ Y or²ix bögööd

v = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

f(x∗, y) ≤ f(x∗, y), ∀y ∈ Y.

Odoo (1.19) bieläxiïg xaruul³¶. Todorxoïlolt ësoor

v = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = max
x∈X

f(x, y∗) ≥ f(x, y∗), ∀x ∈ X

bolj zaïl²güï nöxcöl batlagdaw.
Xürälcäätäï nöxcöl. x∗ n´ (1.18) nöxcliïg xangadag baïg.
Teorem 1.6 bolon (1.15) ësoor (x0, y0) xos or²ix bögööd

v = f(x0, y0) (1.20)

f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x0, y), x ∈ X, y ∈ Y (1.21)

(1.18) ba (1.19)-g xargalzan üzwäl

f(x0, y0) ≤ f(x∗, y), ∀y ∈ Y. (1.22)

(1.22)-d y = y0, (121)-d x = x∗ gäj orluulbal

f(x0, y0) ≤ f(x∗, y0)

f(x∗, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x∗, y0)

bolox ba
f(x0, y0) = f(x∗, y0) (1.23)

gäj mördön garna. Odoo (1.21), (1.22) ba (1.23)-ääs

f(x, y0) ≤ f(x∗, y0) ≤ f(x∗, y), ∀x ∈ X, y ∈ Y

bolj (x∗, y0) n´ f(x, y) funkciïn X × Y däärx ämääliïn cäg bolno. Iïmd
x∗ n´ 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi bolj baïna. Uqir n´

v = f(x0, y0) = f(x∗, y0) = min
y∈Y

f(x∗, y).
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Üüntäï tösöötäïgäär (1.19)-g a²iglan y∗-g 2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog
strategi gädgiïg xaruulj bolno. Teorem bürän batlagdaw.

Mördlög. x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
i , . . . , x

∗
m) n´ xolimog strategitäï ma-

trican togloom C = {cij}-yn 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi
baïx zaïl²güï ba xürälcäätäï nöxcöl n´

m∑

i=1

cijx
∗
i ≥ v, j = 1, 2, . . . , m (1.24)

baïx ¶wdal µm.
Mön üüntäï ijläär y∗ = (y∗1, y

∗
2, . . . , y

∗
n) n´ 2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog

strategi baïx zaïl²güï ba xürälcäätäï nöxcöl n´
n∑

j=1

cijyj ≤ v, i = 1, 2, . . . , m. (1.25)

Iïmd matrican togloomyn onowqtoï xolimog strategi (x, y) bolon xojil
v-g oloxyn tuld daraax täg²itgäl ba täncätgäl bi²üüdiïn sistemiïn
sörög bi² ²iïdiïg olox ²aardlagataï.





m∑
i=1

cijxi ≥ v, j = 1, 2, . . . , n

n∑
j=1

cijyj ≤ v, i = 1, 2, . . . , m

m∑
i=1

xi = 1
n∑

j=1
yj = 1

xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , m
yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n

(1.26)

Teorem 1.8 v gäsän xojiltoï xolimog strategitäï matrican togloom
C = {cij}-yn xuw´d x = (x1, . . . , xm) ba y = (y1, . . . , ym) n´ 1 ba 2-r
toglogqiïn xargalzax onowqtoï xolimog strategüüd bolog. Tägwäl
a). Xäräw ¶mar näg indeks i-iïn xuw´d

n∑

j=1

cijyj < v (1.27)

bol xi = 0,
w). Xäräw ¶mar näg indeks j-iïn xuw´d

m∑

i=1

cijxi > v (1.28)
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bol yj = 0.
Batalgaa. a)-g äsrägääs batal³¶. Ööröör xälbäl, ¶mar näg indeks i-iïn
xuw´d (1.27) bielägdäx ba xarin xi > 0 gäj üz´e.
Tägwäl

xi

n∑

j=1

cijyj < xiv. (1.29)

Nögöö talaar y = (y1, . . . , yn) n´ 2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi
tul (1.25) bielnä.

n∑

j=1

qjyj ≤ v, (l = 1, 2, . . . , m; l 6= i)

Ändääs

xl

n∑

j=1

cljyj < xlv.

Süüliïn täncätgäl bi²iïg l-äär niïlbär awbal

∑

l 6=i

xl

n∑

j=1

cljyj + xi

n∑

j=1

cijyj ≤ v
m∑

l 6=i

xl + xiv.

Änä täncätgäl bi²d (1.29)-g xargalzan üzwäl

f(x, y) =
m∑

l=1

xl

n∑

j=1

cljyj < v
m∑

l=1

xl = v

bolj v-g togloomyn xojil gädägt zörqild orj baïna.
w) xäsäg üüntäï ijilxänäär batlagdana. Iïmd teorem bürän batlagdaw.

Ji²ää 1.10. Daraax matrican togloomyn ²iïdiïg ol.

C =




1 −1 −1
−1 −1 3
−1 2 −1




Änä togloomyn ²iïd n´ cäwär strategitäï üed or²ixgüï gädgiïg x¶l-
barxan ²algaj bolox ba xolimog strategitäï üeiïn ²iïdiïg ol³ë. Onowq-
toï xolimog strategüüd n´ daraax täg²itgäl täncätgäl bi²üüdiïn sis-
temiïg xangana. 




x1 − x2 − x3 ≥ v
−x1 − x2 + 2x3 ≥ v
−x1 + 3x2 − x3 ≥ v
x1 + x2 + x3 = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

(1.30)
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y1 − y2 − y3 ≤ v
−y1 − y2 + 3y3 ≤ v
−y1 + 2y2 − y3 ≤ v
y1 + y2 + y3 = v
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0

(1.31)

Änä sistemiïg bodoxyn tuld zarim täncätgäl bi²üüdiïg täncätgäläär
sol´j bodoj tüüniï sörög bi² ²iïdüüdiïg oloxyg oroldono.
(1.30)-g täncätgäl toxioldold bod³ë.





x1 − x2 − x3 = v
−x1 − x2 + 2x3 = v
−x1 + 3x2 − x3 = v
x1 + x2 + x3 = 1

Änä sistemiïg al´ näg argaar bodoj ²iïdiïg olbol:

x1 =
6
13

, x2 =
3
13

, x3 =
4
13

, v = − 1
13

büx ²iïdüüd xi äeräg tul ädgäär n´ 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog
strategiïg todorxoïlno. Odoo 2-r toglogqiïn xuw´d doorx sistemiïg
bod³ë. 




y1 − y2 − y3 = v
−y1 − y2 + 3y3 = v
−y1 + 2y2 − y3 = v
y1 + y2 + y3 = 1

Änä sistemiïg bodwol

y1 =
6
13

, y2 =
4
13

, y3 =
3
13

bolox ba änä n´ 2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategiïg todorxoïlno.
Iïmd togloomyn onowqtoï xolimog strategi n´

x =
( 6

13
,

3
13

,
4
13

)
, y =

( 6
13

,
4
13

,
3
13

)
, v = − 1

13

Ji²ää 1.11

C =




3 −2 4
−1 4 2

2 2 6




togloomyn onowqtoï xolimog strategiïg ol³ë.
Onowqtoï xolimog strategiïn onowqtoï baïx nöxcliïg biqwäl





3x1 − x2 + 2x3 ≥ v
−2x1 + 4x2 + 2x3 ≥ v
4x1 + 2x2 + 6x3 ≥ v
x1 + x2 + x3 = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
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3y1 − 2y2 + 4y3 ≤ v
−y1 + 4y2 + 2y3 ≤ v
2y1 + 2y2 + 6y3 ≤ v
y1 + y2 + y3 = 1
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0

Däärx 2 sistemiïn äxniï sistemiïn 1-r täncätgäl bi² ärs bielägdäx ba
üldsän n´täg²itgäl xälbärtäï baïna gäj üz´e.





3x1 − x2 + 2x3 > v
−2x1 + 4x2 + 2x3 = v
4x1 + 2x2 + 6x3 = v
x1 + x2 + x3 = 1





3y1 − 2y2 + 4y3 = v
−y1 + 4y2 + 2y3 = v
2y1 + 2y2 + 6y3 = v
y1 + y2 + y3 = 1

3x1 − x2 + 2x3 > v tul Teorem 1.8 ësoor y1 = 0 bolno.
y1 = 0-g 2-r sistemd orluulbal





−2y2 + 4y3 = v
4y2 + 2y3 = v
2y2 + 6y3 = v
y2 + y3 = 1

bolox ba änä sistem n´ niïcgüï baïna. Iïmd 3x1 − x2 + 2x3 > v gäsän
taamaglal xüqingüï baïna. Odoo daraax toxioldol awq üz´e.





3x1 − x2 + 2x3 = v
−2x1 + 4x2 + 2x3 = v
4x1 + 2x2 + 6x3 > v
x1 + x2 + x3 = 1





3y1 − 2y2 + 4y3 < v
−y1 + 4y2 + 2y3 = v
2y1 + 2y2 + 6y3 = v
y1 + y2 + y3 = 1

4x1 +2x2 +6x3 > v nöxcölöös Teorem 1.8 ësoor y3 = 0 bolox ba 3y1− 2y2 +
4y3 < v gädgääs x1 = 0 baïna. Iïmd däärx sistem n´




−x1 + 2x2 = v
4x2 + 2x3 = v
x2 + x3 = 1





y1 + 4y3 = v
2y1 + 2y2 = v
y1 + y2 = 1

bolox ba sistemiïg bodoj ²iïdiïg olbol:
x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1, y1 =

2
5
, y2 =

3
5
, y3 = 0, v = 2.

Büx xuw´sagquud xi, yi n´ sörög bi² tul ädgäär n´ onowqtoï xolimog
strategi bolno. x = (0, 0, 1), y =

(2
5
,
3
5
, 0

)
, v = 2.

C = {cij}, i = 1,m; j = 1, n matrican togloom awq üz´e.

Todorxoïlolt 1.5 1-r toglogqiïn i ba k-r strategiïn xuw´d doorx
2 nöxcöl
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a) cij ≥ ckj , j = 1, 2, . . . , n
b) ∀l : cil > ckl

bielägddäg bol i-r strategiïg n´ k-r strategiïg dawamgaïlj baïna gäj
üznä. Mön üüntäï ijilxänäär, 2-r toglogqiïn xuw´d
c) cij ≤ cir, i = 1, 2, . . . ,m
d) ∀p : cpj < cpr

nöxcöl bielägdäj baïwal j-r strategi n´ r-r strategiïg dawamgaïlna gäj
üznä.
Strategüüdiïn dawamgaïlax qanar n´ matrican togloomyn matricyn
xämjääsiïg bagasgax bolomj olgono.

Teorem 1.9 C = {cij}m×n matrican togloomyn xuw´d 1-r toglogqiïn
i-r strategi n´ k-r strategiïg dawamgaïldag baïg. C1 = {cij}(m−1)×n

n´ C matriciïn k-r möriïg zaïluulsny ür dünd üüssän togloom bolog.
Tägwäl C ba C1 togloomuudyn xojil ijilxän baïx ba C1 togloomyn
2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi n´ C togloomyn onowqtoï
xolimog strategi bolno.
Xäräw u = (u1, u2, . . . , uk−1, uk+1, . . . , um) n´ C1 togloomyn 1-r toglog-
qiïn onowqtoï xolimog strategi bol x = (u1, u2, . . . , uk−1, 0, uk+1, . . . , um)
n´ C togloomyn onowqtoï xolimog strategi bolno.
Batalgaa. i-r strategi n´ k-r strategiïg dawamgaïlj baïgaa tul j0

dugaar oldox ba
cij ≥ ckj , j = 1, 2, . . . , n
cij0 > ckj0

(1.32)

nöxcöl bielägdänä.
C1 togloomyn xojil v ba y = (y1, y2, . . . , yn) n´ tüüniï 2-r toglogqiïn
onowqtoï xolimog strategi bolog. Tägwäl Teoremyn 1.7-yn Mördlög ësoor

n∑

j=1

cljyj ≤ v, l = 1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . ,m (1.33)

v ≤
∑

l 6=k

cljul, j = 1, 2, . . . , n (1.34)

Odoo v-g C togloomyn ünä, y-g C togloomyn 2-r toglogqiïn onowqtoï
xolimog strategi, x = (u1, u2, . . . , uk−1, 0, uk+1, . . . , um)-g 1-r toglogqiïn
onowqtoï xolimog strategi gädgiïg tus tus xaruul³¶.
Ööröör xälbäl,

n∑

j=1

cljyj ≤ v, l = 1, 2, . . . , m (1.35)

v ≤
m∑

i=1

cijui, j = 1, 2, . . . , n (1.36)
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nöxcöl bielägdäxiïg xaruulna gäsän üg.
(1.33) ba (1.35)-g xar´cuulbal l 6= k üed ädgäär n´ dawxcaj baïna. Tägwäl
(1.33)-g l = k üed xaruul³¶. Üüniï tuld (1.32) täncäl bi²üüdiïn baruun
züün taluudyg yj-äär ürjüülj niïlbär zoxiowol

n∑

j=1

cijyj ≤
n∑

j=1

ckjyj (1.37)

nögöö talaar (1.33) n´ l = i üed mön bielägdänä. Iïmd

v ≥
n∑

j=1

cijyj ≥
n∑

j=1

ckjyj

bolj (1.33) n´ l = k üed bielägdänä.
(1.35)-g daraax xälbärt biq´e.

v ≤
∑

i6=k

cijui + ckjuk

Nögöö talaas uk = 0 tul
v ≤

∑

i6=k

cijui

bolj (1.35) ba (1.36) bielägdäj baïna. Teorem bürän batlagdaw.

Teorem 1.10 C = {cij}m×n matrican togloomyn xuw´d 2-r toglog-
qiïn q-r cäwär strategi n´ r-r strategiïg dawamgaïldag bolog.
C = {cij}m×(n−1) n´ C matricääs r-r baganyg zaïluulsny ür dünd üüssän
togloom bolog. Tägwäl C ba C togloomuudyn xojil ijilxän ba C
togloomyn 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi n´ C togloomyn
onowqtoï xolimog strategi bolno.
Xäräw w = (w1, w2, . . . , wr−1, wr+1, . . . , wn) n´ C togloomyn 2-r toglog-
qiïn onowqtoï xolimog strategi bol y = (w1, w2, . . . , wr−1, 0, wr+1, . . . , wn)
n´ C togloomyn onowqtoï xolimog strategi bolno.

Batalgaa. Teorem 1.9-yn batalgaataï ijilxän baïna.

Ji²ää 1.12. Daraax matrican togloom awq üz´e.

C =




4 3 5 1
4 5 3 5
5 3 5 3
1 5 4 8




1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi x = (x1, x2, x3, x4).
2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi y = (y1, y2, y3, y4).
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Änä matricyn 1-r toglogqiïn 3-r strategi n´ 1-r strategiïg dawamgaïlj
baïna. Iïmd matriciïn 1-r möriïg xasaj x1 = 0 gäj üzääd ²inä matri-
can togloom üüsgänä.

C1 =




4 5 3 5
5 3 5 3
1 5 4 8




Änä togloomyn matricad 2-r toglogqiïn 2-r strategi n´ 4-r strategiïg
dawamgaïlj baïna. Iïmd änä matricaas 4-r baganyg xasaj y4 = 0 gäj
üzääd ²inä matrican togloom C2-g üüsgänä.

C2 =




4 5 3
5 3 5
1 5 4




Änä matricad al´ q strategi dawamgaïlaxgüï baïna. Iïmd anxny matri-
can togloom C4×4 n´ C2

3×3 gäsän täncüü qanartaï togloom ruu ²iljij
baïna.
Teorem 1.11 C = {cij}m×n matrican togloomyn xojil n´ v bolog. Täg-
wäl B = {bij} = {bcij + a}, (b > 0) ba C matrican togloomyn onowqtoï
xolimog strategüüd dawxcax ba B togloomyn xojil vB-yn xuw´d

vB = bv + a

bielägdänä.
Batalgaa. x = (x1, x2, . . . , xm) ba y = (y1, y2, . . . , yn) n´ C togloomyn 1
ba 2-r toglogq naryn onowqtoï xolimog strategüüd bolog. Xarin
p = (p1, . . . , pm), q = (q1, q2, . . . , qn) n´ B togloomyn onowqtoï xolimog
strategüüd. Tägwäl teorem ësoor x, y, p, q-iïn xuw´d daraax nöxclüüd
bielägdänä.

m∑

i=1

cijxi ≥ v,
n∑

j=1

cijyj ≤ v (1.38)

m∑

i=1

bijpi ≥ vB,
n∑

j=1

bijqj ≤ vB (1.39)

(1.39)-d bij = bcij + a gäj orluulbal
m∑

i=1

(bcij + a)pi ≥ vB,
n∑

j=1

(bcij + a)qj ≤ vB

Ädgäär täncätgäl bi²üüdiïg x¶lbarqilbal:

b
m∑

i=1

cijpi + a ≥ vB, b
n∑

j=1

cijqj + a ≤ vB
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b > 0 tul
m∑

i=1

cijpi ≥ vB − a

b
,

n∑

j=1

cijqj ≤ vB − a

b

vB − a

b
= v gäj üzwäl

∑
cijpi ≥ v,

n∑

j=1

cijqj ≤ v

bolj (1.38)-täï dawxcax ba

x = p, y = q, vB = bv + a

bolj teorem batlagdaw.

Mördlög. Xürälcäätäï ix äeräg too a-g songox zamaar B matricyn
xojlyg ürgälj äeräg bolgoj bolno. Ööröör xälbäl, vB > 0 gäj ürgälj
üzäj bolno.

Ji²ää 1.13

C =
(

200 300
600 100

)

Änä togloomtoï täncüü qanartaï togloom üüsgäxiïn tuld matrican äle-
ment büriïg 100-d xuwaaj, üüssän älementüüdääs 1-g tus tus xaswal

B =
(

1 2
5 0

)

matrican togloom üüsnä. Änä xuwirgaltyg biqwäl

bij = 0.01 · cij − 1, (b = 0, 001, a = −1)

Änä togloomd cäwär strategiïn xuw´d ämääliïn cäg or²ixgüï baïna. B
togloomyn 1 ba 2 toglogq naryn onowqtoï xolimog strategüüd x = (x1, x2)
ba y = (y1, y2) ba xojlyn utga n´ vB bolog. Teorem 1.7. ësoor x ba y-yn
xuw´d 




x1 + 5x2 ≥ vB

2x1 ≥ vB

x1 + x2 = 1




y1 + 2y2 ≤ vB

5y1 ≤ vB

y1 + y2 = 1
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bielägdänä. Büx täncälbi²üüdiïg täncätgäl bolgoj sistem täg²itgä-
lüüdiïg bod³ë. 




x1 + 5x2 = vB

2x1 = vB

x2 = 1− x1





y1 + 2y2 = vB

5y1 = vB

y2 = 1− y1

Ändääs x1 =
1
2
vB, y1 =

1
5
vB, x2 = 1− 1

2
vB, y2 = 1− 1

5
vB.

Ädgääriïg 1-r täg²itgäld orluulbal 1
2
vB + 5− 5

2
vB = vB.

Iïmd vB =
5
3
, x1 =

5
6
, x2 =

1
6
, y1 =

1
3
, y2 =

2
3
.

C matrican togloomyn ²iïd n´

v =
vB − a

b
=

0.6 + 1
0.01

= 160,

x =
(5

6
;
1
6

)
, y =

(1
3
;
2
3

)
.

1.7 2× 2 xämjääst matrican togloom

C =
(

c11 c12

c21 c22

)

gäsän matrican togloomyg 2× 2 xämjääst matrican togloom buµu äswäl
2 × 2 togloom gäj närlänä. Xäräw änä togloomd ämääliïn cäg n´ cäwär
strategiïn xuw´d or²ixgüï bol xolimog strategitäï üeiïn ämääliïn
cägiïg olno. 1 ba 2-r toglogquudyn xolimog strategüüd n´ x = (x1, x2)
ba y = (y1, y2) bolog. Üünd xi n´ 1-r toglogqiïn i-r (i = 1, 2) strategiïg
songox magadlal ba x1 + x2 = 1.
Mön yj n´ 2-r toglogqiïn j-r (j = 1, 2) strategiïg songox magadlal ba
y1 + y2 = 1 baïna. x ba y-yn xuw´d daraax onowqtoï nöxcöl bielägdänä.





c11x1 + c21x2 ≥ v
c12x1 + c22x2 ≥ v
x1 + x2 = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

(1.40)





c11y1 + c21y2 ≤ v
c12y1 + c22y2 ≤ v
y1 + y2 = 1
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

(1.41)
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Odoo xäräw C matrican togloom cäwär strategitäï üed ämääliïn cäggüï
bol 




c11x1 + c21x2 = v
c11y1 + c21y2 = v
c12x1 + c22x2 = v
c12y1 + c22y2 = v
x1 + x2 = 1
y1 + y2 = 1

(1.42)

nöxcöl bielägdänä gädgiïg xaruul³¶.
Togloom n´ ämääliïn cäggüï gäj üz´e. Tägwäl onowqtoï xolimog strate-
güüdiïn xuw´d

0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1
0 < y1 < 1, 0 < y2 < 1

(1.43)

bielägdänä.
(1.40)-yn äxniï 2 täncätgäl bi² ärs bielägddäg bolog. Ööröör xälbäl,

c11x1 + c21x2 > v
c12x1 + c22x2 > v

bol Teorem 1.8. ësoor y1 = y2 = 0 bolj (1.43) nöxcöld xar²ilj baïna.
Üüntäï ijilxänäär

c11y1 + c12y2 < v, c21y1 + c22y2 < v

nöxcöl bielägdäx bolomjgüï µm. Änä üed x1 = x2 = 0 bolj (1.43)-d daxin
xar²ilna.
Odoo (1.40)-yn äxniï 2 täncätgäl bi²iïn al´ näg n´ ärs bielägddäg gäj
üz´e. Ji²äälbäl;

c11x1 + c21x2 > v

tägwäl Teorem 1.8 ësoor y1 = 0, y2 = 1 bolno. Iïmd (1.41)-ääs

c12 ≤ v, c22 ≤ v (1.44)

gäj mördön garna. Xäräw c12 < v, c22 < v bol Teorem 1.8 ësoor x1 = x2 = 0
bolj (1.43)-täï xar²ilna. Xäräw c12 6= c22 bol (1.44)-yn al´ näg n´
täncätgäl, nögöö n´ täncätgäl bi² baïna. c12 < c22 gäj üz´e. Tägwäl
c12 < v, c22 = v bolno. Ändääs Teorem 1.8. ësoor daxin x1 = 0 bolj
(1.43)-d xar²ilna. Xäräw c12 = c22 bol c12 = v, c22 = v bolox ba änä
n´ (1.40), (1.41)-yn zöwxön x1 = 0 üed bielj daxin (1.43)-d xar²ilna.
Iïmd (1.40)-yn äxniï täncätgäl bi² ärs bielägdäj qadaxgüï baïna. Üün-
täï ijilxänäär (1.40)-yn 2-r täncätgäl bi² ärs bielägdäx bolomjgüïg
xaruulj bolno. Mön (1.41)-yn xuw´d 1 äswäl 2-r täncätgäl bi²üüd ärs
bielägdäx bolomjgüïg xaruulj bolno. Iïmd 2 × 2 togloomyn onowqtoï
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xolimog strategüüd daraax täg²itgälüüdiïn sistemiïg xangana.




c11x1 + c21x2 = v
c12x1 + c22x2 = v
x1 + x2 = 1
c11y1 + c21y2 = v
c12y1 + c22y2 = v
y1 + y2 = 1

(1.45)

Änäxüü sistemiïg bodwol




(c11 − c12)x1 + (c21 − c22)x2 = 0
x1 + x2 = 1
(c11 − c21)y1 + (c12 − c22)y2 = 0
y1 + y2 = 1

(1.46)

x2 = 1− x1, y2 = 1− y1-g orluulbal
{

(c11 − c12)x1 + (c21 − c22)(1− x1) = 0
(c11 − c21)y1 + (c12 − c22)(1− y1) = 0

Änä sistemiïg xuwirgaj biqwäl
{

(c11 − c12 − c21 + c22)x1 = c22 − c21

(c11 − c21 − c12 + c22)y1 = c22 − c12

Ändääs x1, y1-iïg olbol

x1 =
c22 − c21

(c11 − c12 − c21 + c22)
(1.47)

y1 =
c22 − c12

(c11 − c12 − c21 + c22)
(1.48)

Odoo x2, y2 ba v-g olbol

x2 = 1− x1 =
c11 − c12

(c11 − c12 − c21 + c22)
(1.49)

y2 = 1− y1 =
c11 − c21

(c11 − c12 − c21 + c22)
(1.50)

v = c11x1 + c21x2 = c11 ·
( c22 − c21

c11 − c12 − c21 + c22

)
+

+c21 ·
( c11 − c12

c11 − c12 − c21 + c22

)
=

c11c22 − c21c12

c11 − c12 − c21 + c22

(1.51)

Ji²ää 1.14. Ji²ää 1.1-yn ²iïdiïg ol³ë.
(

100 −100
−100 100

)
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Änä togloomyn xuw´d c11 = 100, c12 = −100, c21 = −100, c22 = 100

x1 =
100 + 100

100 + 100 + 100 + 100
=

200
400

=
1
2

x2 =
1
2
, y1 =

1
2
, y2 =

1
2

v = 0. Iïmd 2 toglogq öörsdiïnxöö strategüüdiïg ijilxän magadlaltaï
xärägjüüläx n´ quxal bögööd xojlyn utga 0 baïna.

Ji²ää 1.15. Ji²ää 1.7-yn bodoltyg güïcätgäe. Togloomyn ma-
tric n´ (

α −β
−γ 0

)

c11 = α, c12 = −β, c21 = −γ, c22 = 0 tul
x1 =

γ

α + β + γ
, x2 =

α + β

α + β + γ
Xäräw burxny ²iïtgäl bolox tölböriïn xämjää γ n´ xangalttaï ix too
bol

x1 =
γ

α + β + γ
→ 1

bolox tul ug xün ma² öndör magadlaltaïgaar burxand itgänä.
Ji²äälbäl, α = 10, β = 5, γ = 100 tägwäl x1 = 0.87.

Ji²ää 1.16. Odoo Ji²ää 1.9-yn bodoltyg güïcätgäe.
(

200.000 −880.000
−940.000 1760.000

)

c11 = 200.000, c12 = −880.000, c21 = −940.000, c22 = 1760.000 (1.47)-
(1.50) tom³ëonuudaar bodoj onowqtoï xolimog strategiïg olbol

x1 = 0.483, x2 = 0.517
y1 = 0.473 y2 = 0.527 v = 482.000 tög.

Ädgäär magadlaluudyg ädiïn zasgiïn utgyg taïlbarla¶. Cag agaaryn
taalamjtaï üed P1 ba P2 bütäägdäxüün 1000 ² ba 6000 ² tus tus bor-
logdono. Cag agaar taalamjgüï üed P1 n´ 4000 ², P2 n´ 1200 ² tus tus
borlogdox tul ödört dundjaar P1-bütäägdäxüünääs

1000x1 + 4000x2 = 1000× 0.483 + 4000× 0.517 = 2551 ²

P2-bütäägdäxüünääs

6000x1 + 1200x2 = 6000× 0.483 + 1200× 0.517 = 3518 ²

tus tus üïldwärläx ba änä üed cag agaaraas ül xamaaran olox ödriïn
batalgaat a²giïn xämjää v = 482.00 tög. bolno.
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1.8 2× n, m× 2 togloomuudyg grafik argaar bodox
2× n gäsän matrican togloom awq üz´e.

A =
(

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

)

Xäräw togloom n´ ämääliïn cägtäï bol änä n´ bodlogyn ²iïd boldog. Änä
togloom n´ ämääliïn cäggüï baïg.
x=(x1, x2) n´ 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi ba y=(y1, y2, . . . , yn)
n´ 2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi. v n´ togloomyn xojil
bolog. Tägwäl (x, y, v) n´ Teorem 1.7. ësoor daraax nöxclüüdiïg xangana.

a1jx1 + a2jx2 ≥ v, j = 1, 2, . . . , n (1.52)




a11y1 + a12y2 + · · ·+ a1nyn ≤ v
a21y1 + a22y2 + · · ·+ a2ny1 ≤ v
x1 + x2 = 1
y1 + y2 + · · ·+ yn = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n

(1.53)

Togloom cäwär strategitäï üed ämääliïn cäggüï tul
{

a11y1 + · · ·+ a1nyn = v
a21y1 + · · ·+ a2ny1 = v

nöxcöl bielägdänä.
Odoo 2-r toglogq j-r cäwär strategää songoson gäj üz´e.
Tägwäl 1-r toglogqiïn dundaj xojlyn utga n´

Mj = x1a1j + x2a2j , j = 1, 2, . . . , n.

Xäräw x2 = 1− x1 gädgiïg orluulbal

Mj(x1) = x1a1j + (1− x1)a2j , j = 1, 2, . . . , n

buµu
Mj(x1) = (a1j − a2j)x1 + a2j , j = 1, 2, . . . , n

2-r toglogq ööriïnxää strategiïg songox zamaar 1-r toglogqiïn dundaj
xojil Mj(x1)-g bagasgaxyg ärmälzänä. Ööröör xälbäl,

min
1≤j≤n

Mj(x1) = ϕ(x1)

1-r toglogq n´ ööriïnxää x1 strategiïg songox zamaar ϕ(x1)-g ixäsgäxiïg
ärmälzänä.

max
0≤x1≤1

ϕ(x1) = max
0≤x1≤1

min
1≤j≤n

Mj(x1) = ϕ(x0
1)
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Togloomyn xojil v = ϕ(x0
1) bolox ba

v = max
0≤x1≤1

min
1≤j≤n

Mj(x1)

ϕ(x1) funkciïn grafik n´ differencialqlagdaxgüï funkc gädgiïg gra-
fikaas xarj bolno.

µ0

ϕ(x)

x0
1

M1

0

v

M3

M2

M4

Mj

1

ϕ(x1) funkciïn grafik Mj ²uluunuudyn xamgiïn dood or²ix xäs-
güüd bolox buµu dood "ämjäär" bolno.
ϕ(x) funkcid maksimum olgoj baïgaa M0(x0

1, v) cägüüd n´ Mj ²uluunuu-
dyn ogtlolcloor todorxoïlogdono. Ji²äälbäl, 1.1 zurgan däärääs xaraxad
M0 cäg n´ M2 ba M3 ²uluunuudyn ogtlolcol däär baïna. Iïmd

{
M2(x1) = (a12 − a22)x1 + a22 = v
M3(x1) = (a13 − a23)x1 + a23 = v

buµu M2(x1) = M3(x1) täg²itgäliïg bodoj x0
1 ba x0

2 = 1 − x1-g olno.
Togloomyn xojil v-g oloxdoo

v = (a12 − a22)x0
1 + a22.

M1(x1),M4(x1) ²uluunuudyn xuw´d
{

(a11 − a21)x0
1 + a21 > v

(a14 − a24)x0
1 + a24 > v

bielägdäj baïgaa tul Teorem 1.7. ësoor y1 = 0, y4 = 0 bolox ba y2, y3

oloxdoo 



a12y2 + a13y4 = v
a22y2 + a23y4 = v
y2 + y4 = 1
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sistemiïg bodno.
Ji²ää 1.17. Xödöö aj axuïn üïldwär 2 törliïn ür taria urguulna.
Xuraaj awsan urgacaas xamaarq orlogo todorxoïlogdono. Ür taria ur-
guulax n´ zuny ulirlaas xamaarna. Zuny ulirald daraax 6 bolomj
(strategi) baïna.
1. Xuuraï xaluun zun
2. Qiïgtäï xaluun zun
3. Qiïgtäï dulaan
4. Xuuraï dulaan
5. Xuuraï särüün
6. Qiïgläg särüün
Üïldwär n´ 2 törliïn ür taria urguulax strategitäï ba ulirlaas xa-
maarsan orlogyn xämjää n´ daraax matricäär ögögdsön (orlogo sa¶ tö-
grögöör) (

10 8 6 4 2 3
1 2 4 3 12 6

)

Tägwäl üïldwäriïn batalgaat orlogyn xämjääg todorxoïl³ë. Änä togloo-
myg grafik argaar bod³ë. Üüniï tuld Mj ²uluunuudyg baïguulna.

1

2

3

4

6

Mj M1

M2

M3

M4

M6

M5

1

v

x0
1

Änä togloomyg ”2× 6” togloom gäj üzäj bolno

M1(x1) = (10− 1)x1 + 1 = 9x1 + 1
M2(x1) = (8− 2)x1 + 2 = 6x1 + 2
M3(x1) = (6− 4)x1 + 4 = 2x1 + 4
M4(x1) = (4− 3)x1 + 3 = x1 + 3
M5(x1) = (2− 12)x1 + 12 = −10x1 + 12
M6(x1) = (3− 6)x1 + 6 = −3x1 + 6
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ϕ(x1) funkciïn maksimum n´ M0 cäg däär xürq baïna. M0 cäg n´ M4 ba
M6 ²uluunuudyn ogtlolcol däär or²ij baïgaa tul

{
x1 + 3 = v, j = 4 üed
−3x1 + 6 = v, j = 6 üed

bolox ba ändääs x0
1 =

3
4
, x0

2 =
1
4
, v =

15
4

= 3.75 sa¶ tög. j = 4 ba
j = 6-aas busad dugaaruudyn xuw´d
Mj = (a1j − a2j)x0

i + a2j > v, j = 1, 2, 3, 5 üed bielägdäj baïgaa tul

y1 = y2 = y3 = y5 = 0, y4 + y6 = 1

Nögöö talaas {
4y4 + 3y6 = v
3y4 + 6y6 = v

bolox däärx sistemüüdiïg bodwol

y4 =
3
4
, y6 =

1
4
.

Iïmd üïldwäriïn onowqtoï xolimog strategi ba xojil n´
x =

(3
4
,
1
4

)
, v =

15
4

baïna.
Änä ²iïdiïn ädiïn zasgiïn utgyg taïlbarla¶. Üïldwär büx tarian
talbaïn 3

4
buµu 75%-d 1-r ür tariag, 1

4
buµu 25%-d 2-r ür tariag ur-

guulbal zuny ulirlaas xamaaraxgüï olox batalgaat orlogyn xämjää n´
v =

15
4

= 3.75 sa¶ tögrög bolno.
Ji²ää 1.18.

A =
(

9 7 4 3 2 5 1
3 5 2 1 4 6 9

)

togloomyg grafik argaar bod³ë.
Mj(x1) ²uluunuudyg baïguulbal

M1(x1) = 6x1 + 3, M2(x1) = 2x1 + 5, M3(x1) = 2x1 + 2,
M4(x1) = 2x1 + 1, M5(x1) = −2x + 4,
M6(x1) = −x1 + 6, M7 = −8x1 + 9.
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1

2

3

4

6

Mj M1

M2

M3

M4

M5

M7

1

M0

x0
1

5

0

M6

M0(x0
1, v) cäg n´ M4 ba M5 ²uluunuudyn ogtlolcol baïna.

Iïmd 



2x1 + 1 = v
−2x1 + 4 = v
x1 + x2 = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

sistemiïg bodwol v =
5
2
, x0

2 =
3
4
, x0

2 =
1
4
.

Nögöö talaas y1 = 0, y2 = 0, y3 = 0, y6 = 0, y7 = 0 baïna.




3y4 + 2y5 = v
y4 + 4y5 = v
y4 + y5 = v

sistemiïg bodoj ²iïdiïg olbol y4 =
1
2
, y5 =

1
2
.

Odoo ”m× 2” togloomyg grafik argaar bodoxyg awq üz´e.

A =




a11 a12

a21 a22

. . . . . .
ai1 ai2

. . . . . .
am1 am2




Änä togloom n´ cäwär strategitäï üed ²iïdgüï gäj üz´e.
x = (x1, x2, . . . , xm) n´ 1-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi,
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y = (y1, y2) n´ 2-r toglogqiïn onowqtoï xolimog strategi, v n´ togloo-
myn xojil
Tägwäl (x, y, v) n´ daraax sistemiïg xangana.





a11x1 + a21x2 + · · ·+ am1xm ≥ v
a12x1 + a22x2 + · · ·+ am2xm ≥ v
x1 + x2 + · · ·+ xm = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xm ≥ 0





a11y1 + a12y2 ≤ v
a21y1 + a22y2 ≤ v
. . . . . . . . . . . . , . . .
am1y1 + am2y2 ≤ v
y1 + y2 = 1
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

Xolimog strategi yj-iïn xuw´d 0 < yj < 1, j = 1, 2 tul




a11x1 + a21x2 + · · ·+ am1xm = v
a12x1 + a22x2 + · · ·+ am2xm = v
x1 + x2 + · · ·+ xm = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xm ≥ 0

1-r toglogqiïn i-r strategi ögögdsön gäj üz´e. Änä üed 2-r toglogq 1-
r strategiïg y1 magadlaltaïgaar, 2-r strategiïg y2 magadlaltaïgaar
songox tul 1-r toglogqiïn dundaj xojil Ei = Ei(y1) n´:

Ei = ai1y1 + ai2y2, i = 1, 2, . . . ,m.

1-r toglogq ööriïnxöö strategi i-g songox zamaar Ei xojlyg ixäsgäxiïg
ärmälzänä.

max
1≤i≤m

Ei(y1) = ψ(y1)

y2 = 1− y1 tul Ei(y1) funkc daraax xälbärtäï bolno.

Ei(y1) = ai1y1 + ai2(1− y1) = (ai1 − ai2)y1 + ai2, i = 1,m.

ψ(y1) funkc n´ differencialqlagdaxgüï funkc bögööd Ei(y1) ²uluunuu-
dyn grafikuudyn maksimum dääd xiläär todorxoïlogdono.
2-r toglogq ööriïnxää xolimog strategi y1-g songox zamaar ψ(y1) funkciïg
bagasgaxyg ärmälzänä

min
0≤y1≤1

max
1≤i≤m

Ei(y1) = min
0≤y1≤1

ψ(y1) = ψ(y0
1).

Nögöö talaas togloomyn xojil v-yn xuw´d

v = ψ(y0
1).
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”m× 2” togloomyg grafikaar bodoxyn tuld daraax alxamuudyg güïcät-
gänä.
1. Ei(y1) = (ai1 − ai2)y1 + ai2 ²uluunuudyg baïguulna.
2. ψ(y1) = max

1≤i≤m
Ei(y1) funkciïn grafik baïguulna.

3. ψ(y1) funkciïn minimum utgyg D(y0
1, v) cäg däär olno.

4. D(y0
1, v) cäg n´ al´ näg 2 ²uluuny ogtlolcol baïna.

5. Sistem täg²itgäl bodoj D cägiïg todorxoïlno.
Täncätgäl bi² bielägdäj baïgaa ²uluunuudyn xuw´d xi = 0 baïna.

E3

E2

E1

E4

y0
1

y1

v
D(y0

1, v)

Ei

Zurag 1.4 däär D cäg n´ E2 ba E3 ²uluunuudyn ogtlolcol baïna.
D(y0

2, v) cäg n´ daraax sistemiïg xangana.
{

(a21 − a22)y1 + a22 = v
(a31 − a32)y1 + a32 = v

D cäg n´ E1, E4 ²uluunuud däär or²ixgüï buµu
{

(a11 − a12)y1 + a12 < v
(a41 − a42)y1 + a42 < v

bielägdäj baïgaa tul x1 = 0, x4 = 0 baïna.
x = (x1, x2, x3, x4)-g oloxdoo





a21x2 + a31x3 = v
a12x2 + a32x3 = v
x2 + x3 = 1

sistemiïg bodno.

Ji²ää 1.19. Xödöö aj axuïn üïldwär töms tarix tölöwlögöötäï
ba urgacyn xämjää cag agaar bolon xörsniï bordoltyn xämjäänääs xa-
maarna. Baïgal´d xuuraï zun ba qiïgläg zun gäsän 2 bolomj baïna gäj
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üz´e. Bordoog daraax bolomjuudaar güïcätgänä. Üünd:
1. 1 ga-d noogdox bordoony xämjää todorxoï standartyn ²aardlagyg xan-
gaj baïxaar bordox
2. 1 ga-d noogdox bordoony xämjää standartyn normoos 30%-iar ilüü
baïx
3. 1 ga-d noogdox bordoony xämjää standartyn normoos 40%-iar baga
baïx
XAA-n üïldwäriïg 1-r toglogq, baïgaliïg 2-r toglogq gäj üz´e. 1-r
toglogq töms bordox 3 strategitäï, 2-r toglogq cag agaaryn nöxcliïg
tusgasan 2 strategitäï baïna. 1 tonn tömsniï ünä urgacny xämjäänääs
xamaaraxgüï togtmol gäj üz´e. Iïmd üïldwäriïn a²ig n´ urgacyn xäm-
jäänääs xamaaran todorxoïlogdono. Üïldwäriïn töms bordox strategi ba
baïgalias xamaarsan a²giïn xämjääg (sa¶ tög) daraax matricaar todor-
xoïl³ë.

A =




4 2
2 4
3 2.5




Matricyn älementüüd 1-r toglogqiïn a²giïg todorxoïlno.
Tägwäl üïldwäriïn batalgaat a²igtaï baïx onowqtoï bordoltyn xämjääg
todorxoïl³ë. Änä togloomyg ”3 × 2” togloom gäj üzääd grafik argaar
bod³ë. Änä togloomyn ²iïd n´ cäwär strategitäï üed or²ixgüï baïx n´
ilärxiï baïna. Ei(y1) ²uluunuudyg baïguul³¶.
E1(y1) = (4− 2)y1 + 2 = 2y1 + 2,
E2(y1) = (2− 4)y1 + 4 = −2y1 + 4,
E3(y1) = (3− 2.5)y1 + 2.5 = 0.5y1 + 2.5.

4

v

2

0 y0
1

y11

E2

E3

E1

Ei

D

Zurag 1.6 däärääs xaraxad D(y0
1, v) cäg n´ E1 ba E2 ²uluunuudyn ogt-
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lolcol bolj baïna. {
2y1 + 2 = v
−2y1 + 4 = v

Ändääs y1 =
1
2
, y2 =

1
2
, v = 3 (sa¶ tög.).

Nögöö talaas x3 = 0 bolox n´ ilärxiï. x1 ba x2-g oloxdoo doorx sistemiïg
bodno. 




4x1 + 2x2 = v
2x1 + 4x2 = v
x1 + x2 = 1

sistemiïn ²iïd x1 = 0.5, x2 = 0.5.
�iïdiïn ädiïn zasgiïn utgyg taïlbarla¶. 1 ga-d oruulax bordoony stan-
dart xämjääg 1 gäj üz´e. 2-r strategiïg xärägjüülnä gädäg n´ 1 ga-d 1.3
nägj bordoo xiïnä gäsän üg µm. Tägwäl 1 ga-g bordox onowqtoï xämjää n´
1 · 0.5 + 1.3 · 0.5 = 1.15 bolno. Änä üed üïldwäriïn olox batalgaat a²ig
v = 3 (sa¶ tög.) baïna.

1.9 Togloomyn onold ²ugaman programqlalyg xärägläx
A = {aij} gäsän ”m× n” togloomyg awq üz´e.
Änä togloom n´ cäwär strategitäï üed ²iïdgüï bolog.
Teorem 1.11 ësoor A togloomyn xojlyn utga v-g ürgälj äeräg gäj üzäj
bolno. Ööröör xälbäl, v > 0 baïna. Onowqtoï xolimog strategüüd
x = (x1, . . . , xm), y = (y1, y2, . . . , yn) n´ daraax nöxcliïg xangadag.





m∑
i=1

aijxi ≥ v, j = 1, 2 . . . , m

m∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2 . . . ,m
(1.54)





n∑
j=1

aijyj ≤ v, i = 1, 2 . . . ,m

n∑
j=1

yj = 1, yi ≥ 0, j = 1, 2 . . . , n
(1.55)

Odoo pi, qj xuw´sagquudyg todorxoïl³ë.

pi =
xi

v
, i = 1, 2, . . . ,m, (1.56)

qj =
yi

v
, j = 1, 2, . . . , n. (1.57)

(1.54) ba (1.55) n´ daraax xälbärt ²iljinä.




m∑
i=1

aijpi ≥ 1, i = 1, 2 . . . , m

m∑
i=1

pi =
1
v
, pi ≥ 0, i = 1, 2 . . . ,m

(1.58)
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n∑
j=1

aijqj ≤ 1, j = 1, 2 . . . , n

m∑
j=1

qj =
1
v
, qj ≥ 0, j = 1, 2 . . . , n

1-r toglogq xojlyn utga v-g ixäsgäx zorilgotoï buµu 1
v
-g bagasgax tul

daraax ²ugaman programqlalyn bodlogo üüsnä.




m∑
i=1

pi → min
m∑

i=1
aijpi ≥ 1, pi ≥ 0, i = 1, 2 . . . ,m.

(1.59)

2-r toglogq v-g bagasgax zorilgotoï buµu 1
v
-g ixäsgäx onowqtoï xolimog

strategi yj-g olox ²aardlagataï.
Üüniïg tom³ëolbol:





n∑
j=1

qj → max

n∑
j=1

aijqj ≤ 1, qj ≥ 0, j = 1, 2 . . . , n
(1.60)

(1.59) ba (1.60) bodloguud n´ xarilcan xosmog ²ugaman programqlalyn
bodloguud µm.
Xäräw pi, qj n´ ädgäär xarilcan xosmog ²ugaman programqlalyn bodlogu-
udyn ²iïdüüd bol onowqtoï xolimog strategüüd n´

xi = v · pi, i = 1, 2, . . . , m
yj = v · qj , j = 1, 2, . . . , n

(1.61)

gäj oldono.

Ji²ää 1.20

A =




0 1 −1 2
−1 0 3 2

0 1 2 −1
2 0 0 0




togloomyn ²iïdiïg ol³ë.
Togloomyn xojlyg äeräg baïlgax üüdnääs cij = aij + 2 gäsän togloom awq
üz´e.

C =




2 3 1 4
1 2 5 4
2 3 4 1
4 2 2 2




C togloomyn älementüüd äeräg tul tüüniï xojil vc > 0 baïna. Teorem
1.11 ësoor A ba C togloomyn onowqtoï xolimog strategüüd dawxcax ba
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vc = va + 2 tul C togloomyn ²iïdiïg oloxod xangalttaï µm. (1.59)
bodlogyg biq´e.





p1 + p2 + p3 + p4 → min
2p1 + p2 + 2p3 + 4p4 ≥ 1
3p1 + 2p2 + 3p3 + 2p4 ≥ 1
p1 + 5p2 + 4p3 + 2p4 ≥ 1
4p1 + 4p2 + p3 + 2p4 ≥ 1
p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p3 ≥ 0, p4 ≥ 0

Änä bodlogyg simpleks argaar äswäl Matlab (büläg 4-g üz.) program a²iglan
bodoj ²iïdiïg olbol:

p1 =
8
69

, p2 =
3
69

, p3 =
7
69

, p4 =
9
69

.

p1 + p2 + p3 + p4 =
1
vc

Iïmd
vc =

1
p1 + p2 + p3 + p4

=
69
27

=
23
9

.

Odoo (1.61) a²iglan xi-g olbol:

x1 = vc · p1 =
23
9
· 8
69

=
8
27

x2 = vc · p2 =
23
9
· 3
69

=
3
27

x3 = vc · p3 =
23
9
· 7
69

=
7
27

x4 = vc · p4 =
23
9
· 9
69

=
9
27

(1.60)-g bodlogyg biqwäl




q1 + q2 + q3 + q4 → max
2q1 + 3q2 + q3 + 4q4 ≤ 1
q1 + 2q2 + 5q3 + 4q4 ≤ 1
2q1 + 3q2 + 4q3 + q4 ≤ 1
4q1 + 2q2 + 2q3 + 2q4 ≤ 1
q1 ≥ 0, q2 ≥ 0, q3 ≥ 0, q4 ≥ 0

Simpleks argaar äswäl "Matlab" program a²iglan bodlogyn ²iïdiïg ol-
bol

q1 =
5
46

, q2 =
7
46

, q3 =
3
46

, q4 =
3
46

.
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(1.61)-ääs yj-g olno.

y1 = v · q1 =
23
9
· 5
46

=
5
18

y2 = v · q2 =
23
9
· 7
46

=
7
18

y3 = v · q3 =
23
9
· 3
46

=
3
18

y4 = v · q4 =
23
9
· 3
46

=
3
18

Iïmd A togloomyn onowqtoï xolimog strategüüd ba xojil n´

x =
( 8

27
,

3
27

,
7
27

,
9
27

)
, y =

( 5
18

,
7
18

,
3
18

,
3
18

)
,

va = vc − 2 =
23
9
− 2 =

5
9
.

Ji²ää 1.21

A =



−2 1 0

2 −3 −1
0 2 −3




togloomyn ²iïdiïg ol³ë.
A togloomyn xojlyn utga sörög baïj bolox tul äeräg älementtäï bolgox
üüdnääs älement tus bür däär 4-g nämj ²inä togloom C-g üüsgäe.

C =




2 5 4
6 1 3
4 6 1




vc = va + 4 bolno.(1.59) ba (1.60) bodloguudyg biq´e.




p1 + p2 + p3 → min
2p1 + 6p2 + 4p3 ≥ 1
5p1 + p2 + 6p3 ≥ 1
4p1 + 3p2 + p3 ≥ 1
p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p3 ≥ 0

Simpleks argaar bodoj ²iïdüüdiïg olbol:

p1 =
21
124

, p2 =
13
124

, p3 =
1

124
,

p1 + p2 + p3 =
35
124

, vc =
124
35

.





q1 + q2 + q3 → max
2q1 + 5q2 + 4q3 ≤ 1
6q1 + q2 + 3q3 ≤ 1
4q1 + 6q2 + q3 ≤ 1
q1 ≥ 0, q2 ≥ 0, q3 ≥ 0
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�iïdüüdiïg Matlab programaar olbol:

q1 =
13
124

, q2 =
10
124

, q3 =
12
124

,

va = vc − 4 =
124
35

− 4 = −16
35

.

Ji²ää 1.22. 1-r bülgiïn ji²ää 1.8-g bod³ë.
Togloomyn matric n´

A =




12 8 −5
4 4 6
5 5 5




bolox ba xargalzax bodlogyn matematik zagwaryg biqwäl:




p1 + p2 + p3 → min
2p1 + 4p2 + 5p3 ≥ 1
8p1 + 4p2 + 5p3 ≥ 1
−5p1 + 6p2 + 5p3 ≥ 1
p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p3 ≥ 0

Bodlogyg "Matlab"-aar bodoj ²iïdiïg olbol:
p∗1 = 0.0397, p2 = 0.4648, p3 = 0.4965
Xojlyn utga n´ v = 5.0728 bolno.
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2 Täg bi² niïlbärtäï togloom
2.1 Nä²iïn täncwär
Olon ätgäädtäï togloom awq üz´e.
i-p toglogqiïn xojlyn funkc n´ fi(x1, x2, . . . , xi, . . . , xm) gäsän skal¶r
funkcäär ögögdsön bolog. Xi n´ i-r toglogqiïn strategiïn olonlog ba
Xi ⊂ Rmi baïg.
fi n´ X1 ×X2 . . . Xn olonlog däär todorxoïlogdson skal¶r funkc

fi : X1 ×X2 . . . Xi ×Xn → R, i = 1, 2, . . . , m

Todorxoïlolt 2.1. Xäräw n ätgäädtäï togloomyn toglogq tus büriïn
xojlyn funkcüüdiïn niïlbär n´ duryn strategi (x1, x2, . . . , xn) ⊂ X1 ×
X2 . . . Xn-yn xuw´d tägääs ¶lgaataï bol änä togloomyg ”n” ätgäädiïn täg
bi² niïlbärtäï togloom gäj närlänä.
Ööröör xälbäl täg bi² niïlbärtäï togloomyn xuw´d

n∑

i=1

fi(x1, x2, . . . , xn) 6≡ 0, ∀(x1, x2, . . . , xn) ∈ X1 ×X2 . . . Xn (2.1)

bielnä gäsän üg µm.

Todorxoïlolt 2.2 Xäräw (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
i , . . . x

0
n) ∈ X1 × X2 · · · × Xn

strategiïn xuw´d

fi(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
i , . . . , x

0
n) ≥ fi(x0

1, x
0
2, . . . x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n),

∀xi ∈ Xi, i = 1, 2, . . . , m
(2.2)

nöxcöl bielägdäj baïwal änä strategiïg n-ätgäädiïn täg bi² niïlbärtäï
togloomyn ²iïd buµu Nä²iïn täncwär gäj närlänä.
Ööröör xälbäl, Nä²iïn täncwärt oroxyn tuld toglogq tus bür öör öörs-
diïnxää strategiïg onowqtoï songox zamaar xojlynxoo funkciïg xam-
giïn ix baïlgaxyg ärmälzäj baïna. Iïmd Nä²iïn täncwäriïn todor-
xoïloltyg fi funkciïn xi xuw´sagqaar awsan global´ maksimumyn tus-
lamjtaïgaar biqij bolno.

fi(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n) =

max
xi∈Xi

fi(x0
1, x

0
2, . . . x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n), i=1, 2, . . . , n

(2.3)

Odoo 2 ätgäädiïn täg bi² niïlbärtäï togloomyg awq üz´e. x ∈ A ⊂
Rn, y ∈ B ⊂ Rm n´ 2 toglogqiïn strategüüd ba f1(x, y), f2(x, y) n´ xar-
galzax xojlyn funkcüüd bolog. Xäräw (x0, y0) ⊂ A×B n´ Nä²iïn täncwär
bol {

f1(x0, y0) ≥ f1(x, y0), ∀x ∈ A
f2(x0, y0) ≥ f2(x0, y), ∀y ∈ B

(2.4)
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bolox ba maksimumaar biqwäl




f1(x0, y0) = max
x∈A

f1(x, y0)

f2(x0, y0) = max
y∈B

f2(x0, y) (2.5)

bolno. Erönxiï toxioldold, Nä²iïn täncwäriïg olox n´ (1.65) ba (1.66)
gäsän global´ maksimumyn bodlogyg bodoxyg ²aardax bögööd änä n´ tuï-
lyn xünd baïdag. Zarim x¶lbar toxioldold, ädgäär bodloguudyn onowq-
toï nöxcliïg biqix zamaar Nä²iïn täncwäriïg olj bolno. Tuxaïlbal,
A = Rn, B = Rm bögööd f1(x, y) ba f2(x, y) funkcüüd n´ differen-
cialqlagddag bol Nä²iïn täncwär daraax äkstremum baïx zaïl²güï nöx-
cliïg xangana.





∂f1(x0, y0)
∂xi

= 0, i = 1, 2, . . . , n

∂f2(x0, y0)
∂yi

= 0, j = 1, 2, . . . , m
(2.6)

Xäräw f1(x, y) funkc n´ x xuw´sagqaar (strategäär) xotgor, f2(x, y) funkc
n´ y xuw´sagqaar xotgor bol (2.6) nöxcöl n´ xürälcäätäï bolno. Ööröör
xälbäl, Nä²iïn täncwäriïg oloxyn tul





∂f1(x, y)
∂xi

= 0, i = 1, 2, . . . , n

∂f2(x, y)
∂yi

= 0, j = 1, 2, . . . , m

gäsän (n + m) ül mädägdäxtäï (n + m) täg²itgäliïn sistemiïg bodoxod
xangalttaï µm. Xäräw A = R, B = R bol





∂f1(x, y)
∂x

= 0
∂f2(x, y)

∂y
= 0

gäsän 2 xuw´sagqtaï täg²itgäliïn sistem bodno.
Erönxiï toxioldod Xi = R, (i = 1, 2, . . . , n) üed Nä²iïn täncwäriïg
oloxyn tuld daraax alxamuudyg güïcätgänä.
a. ∂fi(x1, x2, . . . , xn)

∂xi
= 0, i = 1, 2, . . . , n sistemiïg bodoj (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)

säjigtäï cägiïg olno.
b. fi funkciïn xi xuw´sagqaar xotgor äsäxiïg ²algax.
Xäräw ∂2fi(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)

∂x2
i

< 0, i = 1, 2, . . . , n bielägdäj baïwal x∗ =

(x∗1, . . . , x
∗
n) cäg n´ Nä²iïn täncwär bolno.

a) ba b) nöxclüüd n´ Nä²iïn täncwär baïx zöwxön xürälcäätäï nöxcliïg
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todorxoïlno.

Ji²ää 2.1 A = B = R, xojlyn funkcüüd
f1(x, y) = −xy − x2 + x + y,
f2(x, y) = −3y2 − 3x + 7y,
∂2f1(x, y)

∂x2
= −2 < 0,

∂2f2(x, y)
∂y2

= −6 < 0.

tul f1(x, y) ba f2(x, y) funkcüüd x ba y xuw´sagquudyn xuw´d xargalzan
xotgor baïna. Nä²iïn täncwär baïx säjigtäï cägiïg ol³ë.





∂f1

∂x
= −y − 2x + 1 = 0

∂f2

∂y
= −6y + 7 = 0

Iïmd Nä²iïn täncwär n´

(x∗, y∗) =
(
− 1

12
,

7
6

)
.

Ji²ää 2.2. Xojlyn funkcüüd
f1(x1, x2, x3) = −x2

1 + 2x1x2 − 3x2x3 − x1

f2(x1, x2, x3) = −x2
2 − x2

1 + 4x1x3 − 5x1x2 + 2x2

f3(x1, x2, x3) = −4x2
3 − (x1 + x3)2 + x1x3 − 3x2x3 + x1x2x3

ba X1 = X2 = X3 = R bol Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.
Äxlääd f1, f2, f3 funkcüüdiïn xotgor äsäxiïg ²alga¶.

∂f1(x1, x2, x3)
∂x1

= −2x1 + 3x2 − 1,

∂f2(x1, x2, x3)
∂x2

= −2x2 − 5x1 + 2,

∂f3(x1, x2, x3)
∂x3

= −8x3 − 2(x1 + x3) + x1 − 3x2 + x1x2,

∂2f1(x1, x2, x3)
∂x2

1

= −2 < 0,

∂2f2(x1, x2, x3)
∂x2

2

= −2 < 0,

∂2f3(x1, x2, x3)
∂x2

3

= −10 < 0

tul f1, f2, f3 funkcüüd xotgor baïna.
Nä²iïn täncwär n´ daraax sistemiïn ²iïd bolno.




−2x1 + 3x2 − 1 = 0
−2x2 − 5x1 + 2 = 0
−x1 − 3x2 − 10x3 + x1x2 = 0
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�iïdiïg olbol:

x∗1 =
4
19

, x∗2 =
9
19

, x∗3 = −363
361

.

Nä²iïn täncwär n´
x∗ =

( 4
19

,
9
19

, − 363
361

)
.

Erönxiï toxioldold Nä²iïn täncwär or²ix albagüï bögööd täncwär or²ix
asuudald daraax teorem xariu ögnö.

Teorem2.1 X1 ⊂ Rn ba X2 ⊂ Rm n´ güdgär kompakt olonloguud bolog.
fi : X1 × X2 → R, i = 1, 2 xojlyn funkcüüd daraax nöxcliïg xangadag
gäj üz´e.
1. f1 ba f2 n´ tasraltgüï funkcüüd
2. x2 bäxlägdsän üed f1(x1, x2) n´ x1-äär xotgor funkc
3. x2 bäxlägdsän üed f2(x1, x2) n´ x2-oor xotgor funkc
Tägwäl Nä²iïn täncwär or²ino.

2.2 Bimatrican togloom
Xoër ätgäädtäï täg bi² niïlbärtäï togloom awq üz´e.
A,B n´ toglogq naryn strategiïn olonloguud, f1 ba f2 n´ xojlyn funkcüüd
bolog.

fi : A1 ×A2 → R, i = 1, 2

Todorxoïlolt 2.3. Xäräw xoër ätgäädtäï täg bi² niïlbärtäï togloomyn
strategiïn olonloguud tögsgölög älementüüdääs togtoj baïwal änä tog-
loomyg bimatrican togloom gäj närlänä.

A1 = {α1, α2, . . . , αm}, A2 = {β1, β2, . . . , βn},

αi-n´ 1-r toglogqiïn strategi, i = 1, 2, . . . , m
βj-n´ 2-r toglogqiïn strategi, j = 1, 2, . . . , n
(αi, βj) strategi songogdson üed 1-r toglogqiïn xojlyn funkc f1(αi, βj),
2-r toglogqiïn xojlyn funkc f2(αi, βj) bolog. Daraax tämdäglääg oru-
ul³¶.

f1(αi, βi) = aij , i = 1,m, j = 1, n,
f2(αi, βi) = bij , i = 1,m, j = 1, n,

1-r toglogqiïn xojlyn funkcäär zoxiogdson A matric zoxiowol

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn
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2-r toglogqiïn xuw´d B matric

B =




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn




Tägwäl bimatrican togloom daraax matricäär todorxoïlogdono.



(a11, b11) (a12, b12) . . . (a1n, b1n)
(a21, b21) (a22, b22) . . . (a2n, b2n)
. . . . . . . . . . . .
(ai1, bi1) (ai2, bi2) . . . (ain, bin)
. . . . . . . . . . . .
(am1, bm1) (am2, bm2) . . . (amn, bmn)




Xäräw (αi∗ , βj∗) n´ togloomyn Nä²iïn täncwär bol

f1(αi∗ , βj∗) ≥ f1(αi, βj∗), i = 1,m,
f2(αi∗ , βj∗) ≥ f2(αi, βj∗), j = 1, n

bolox ba {
ai∗j∗ ≥ aij∗ , i = 1,m,
bi∗j∗ ≥ bi∗j , j = 1, n.

(i∗, j∗) strategiïg cäwär strategitäï üeiïn Nä²iïn täncwär gäj närlänä.
Matricyn mör, baganuudyg toglogq naryn cäwär strategüüd gäj närläe.

Ändääs üzäxäd Nä²iïn täncwär (ai∗j∗ , bi∗j∗)-iïn xuw´d ai∗j∗-älement n´
A matricyn j∗-r baganyn xamgiïn ix älement bolj baïgaa bol bi∗j∗ n´
B matricyn i∗ mörniï xamgiïn ix älement bolj baïna. Bimatrican
togloomd cäwär strategitäï üeiïn Nä²iïn täncwär xäd xäd or²ij bolox
ba ogt or²ixgüï baïj bolno.

Ji²ää 2.3. Daraax bimatrican togloomyn Nä²iïn täncwäriïg
ol³ë. (

(6, 5) (12, 8)
(3, 4) (9, 7)

)

(1,2) strategiïg Nä²iïn täncwär bolox äsäxiïg ²alga¶.
{

a12 ≥ a22 buµu 12 > 9
b12 ≥ b11 buµu 8 > 5

tul (1,2) strategi n´ Nä²iïn täncwär bolno. Ööröör xälbäl, 1-r toglogq
1-r strategiïg, 2-r toglogq 2-r strategiïg songowol Nä²iïn täncwärt
xürnä.
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Ji²ää 2.4 (
(6, 5) (13, 8)
(10, 11) (9, 7)

)

Änä togloomd (1,2) ba (2,1) gäsän 2 Nä²iïn täncwär cäwär strategitäï
üed or²ino gädgiïg xaruul³¶.

{
a12 > a22 ⇒ 13 > 9
b12 > b11 ⇒ 8 > 5

{
a21 > a11 ⇒ 10 > 6
b21 > b22 ⇒ 11 > 7

tul (1,2) ba (2,1) strategüüd Nä²iïn täncwärüüd bolj baïna.

Ji²ää 2.5 (
(3, 1) (6, 4)
(2, 7) (10, 3)

)

togloomyn xuw´ al´ q strategi (i, j)-yn xuw´d (2.2) nöxcöl bielägdäxgüï
baïgaa tul Nä²iïn täncwär cäwär strategitäï üed or²ixgüï baïna.

Ji²ää 2.6



(0, 3) (4, 2) (9, 8) (2, 1)
(7, 5) (8, 4) (13, 11) (6, 7)
(3, 2) (9, 5) (10, 5) (4, 3)




togloomyn xuw´d (2,3) ba (3,2) strategüüd Nä²iïn täncwär bolno gädgiïg
xaruul³¶.
(2,3) strategiïn xuw´d

{
a23 > a13 ⇒ 13 > 9
a23 > a33 ⇒ 13 > 10





b23 > b21 ⇒ 11 > 5
b23 > b22 ⇒ 11 > 4
b23 > b24 ⇒ 11 > 7

bielägdäj baïgaa tul (2,3) n´ Nä²iïn täncwär
Odoo (3,2) strategiïg ²algawal

a32 > a22 ⇒ 9 > 8
a32 > a12 ⇒ 9 > 4
b32 > b31 ⇒ 5 > 2
b32 > b33 ⇒ 5 > 5
b32 > b34 ⇒ 5 > 3

tul (3,2) strategi n´ mön Nä²iïn täncwär bolj baïna.
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Ji²ää 2.7 (Gär büliïn margaany bodlogo) Äxnär, nöxör 2 amraltyn
ödröör sumo, koncert üzäxäär ²iïdsän. Gäxdää ganc gancaaraa ¶wsnaas
xoëulaa xamt ¶waxyg ilüüd üznä. Äxnär, nöxör xoër xoëulaa sumo äswäl
koncert üzäx gäsän 2 strategitäï baïna. Sumo äswäl koncert üzsänääs awax
xanamjaar xojlyn funkcüüdiïn utguud todorxoïlogdono.
Nöxriïn strategi A = {sumo, koncert}.
Äxnäriïn strategi B = {sumo, koncert}.
Togloomyn nöxcliïg bimatrican togloom xälbäräär todorxoïlbol:

äxnär

nöxör
(

(2, 1) (−1,−1)
(−1,−1) (1, 2)

)

(1,1) strategiïg taïlbarla¶. Xamtdaa sumo üzwäl nöxör n´ 2, äxnär n´ 1
gäsän xojil awq baïna. Xarin tus tusdaa ¶wj üzwär üzwäl -1 gäsän xojil-
toï baïna. Änä togloomd (2,1) ba (1,2) gäsän 2 Nä²iïn täncwär or²ij
baïna. Ööröör xälbäl xamtdaa sumo üzäx äswäl koncert üzäx n´ togloomyn
²iïd µm. Gäwq ädgäär täncwärüüd n´ xarilcan adilgüï xojil ögq baïna.
Xamgiïn onowqtoï xuwilbar n´ tädniï xuw´d bol zöw²ilcliïn ündsän
däär (2,1) ba (1,2)-yn al´ nägiïg songox ¶wdal µm. Äswäl üüniïg sanam-
sargüï baïdlaar, xuruu gargaj toglox, äswäl zoos, ²oo ²idäx zamaar
²iïdäj bolno.

Ji²ää 2.8 (�orongiïn xorigdlyn bodlogo). Gämt xäräg xamtarq
xiïsän xärgäär säjiglägdäj buï 2 ätgäädiïg tusgaarlaj xor´son. Mördön
baïcaagq tädänd xärgää xülääx äswäl xülääxgüï gäsän 2 bolomj baïgaag
xälj ögöx ba bolomj tus bürd awax ²iïtgäliïg tanilcuulna. Xorigdol
tus büriïn strategi n´ xärgää xülääx äswäl ül xülääx ba ²iïtgäliïn
xämjää nögöödöxiïn ²iïdwärääs xamaarq todorxoïlogdono. Xorigdlu-
udyn ²iïdwär gargax asuudlyg togloomyn onoloor taïlbarla¶. Änä
togloom n´ ül äwsäldäx, täg bi² niïlbärtäï togloom bolno. Togloomyn
nöxcliïg daraax xüsnägtäär ögögdsön gäj üz´e.

2− r xorigdol

xülääx ül xülääx
II

I

xülääx

ül xülääx

(2, 2) (11, 1)

(1, 10) (7, 8)

Ji²äälbäl, xoër xorigdol xoëulaa xärgää xülääwäl tus bür n´ 2 jil-
iïn xorigdox ¶l awna.
1-r xorigdol xärgää xüläägääd, 2-r xorigdol xärgää xülääxgüï bol 1-r
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xorigdol 11 jiliïn, 2-r xoorigdol 1 jiliïn ¶l tus tus awna. Änä tog-
loomyn Nä²iïn täncwär n´ (2,2) strategi bolno. Üüniïg ²algawal

{
a22 < a12 ⇒ 7 < 11
b22 < b21 ⇒ 8 < 10

Ööörör xälbäl, xoëulaa xärgää xülääxgüï n´ Nä²iïn täncwärt xürgänä.
Nögöö talaar änä strategi xoëuland n´ a²igggüï baïgaa n´ ilärxiï baïna.

Odoo änä togloomd zöw²ilcöx asuudlyg zöw²öörsön gäj üz´e. Täg-
wäl xorigdluud (1,1) strategiïg songoë gäj xuïwaldaj bolox µm. Änä n´
togtworgüï ²iïd µm. Uqir n´ 1-r xorigdol xärgää xülääsän baïxad 2-r
xorigdol gäräägää zörqij xärgää xülääxgüï bol 1-r xorigdlyn ¶l ulam
nämägdäj 11 jil bolno. Änä toxioldold zöw²ilcöx n´ ärsdältäï baïna.

Too xämjäägäär örsöldöx üeiïn Kurnogiïn täncwär

Ji²ää 2.9 (Kurno-Nä²iïn täncwär)
i-r püüs zax zääld xi-too xäjäätäï bütäägdäxüün niïlüülnä. 2 püüsiïn
dundaj zardal c-täï täncüü gäj üz´e. 2 püüsiïn bütäägdäxüün bie bienää
tögs orluuldag ba zax zääliïn ünä p-äär borluulna. p ünä n´ zax zääliïn
ärältäär todorxoïlogdono. Üünd:
p =

{
130− ρ, xäräw Q < 130 bol
0, xäräw Q > 130 bol

Q =
n∑

i=1
xi = x1 + x2, ui(x) n´ i-r püüsiïn a²giïn funkc, Ri-püüsiïn

orlogo, Ci-püüsiïn niït zardal.
ui(x) = Ri − Ci = pxi − cxi = (p− c)xi, i = 1, 2,
u1(x) = (p− c)x1, u2(x) = (p− c)x2

c = 10 gäj üz´e. Püüs tus bür 30, 40, 60 gäsän üïldwärläl ¶wuulax
3 strategitäï gäj üz´e. x1 = x2 = 30 üed zax zääliïn üniïg olbol
p = 130−Q = 130− 60 = 70.
ui(x) = (p− c)xi = 60 · 30 = 1800, i = 1, 2
x1 = 60, x2 = 40 üed p = 130− 100 = 30,
u1(x) = (30− 10) · 60 = 20 · 60 = 1200,
u2(x) = (30− 10) · 40 = 20 · 40 = 800.

x1 = 40, x2 = 40 üed u1(x) = u2(x) = 1600
x1 = 30, x2 = 40 üed u1 = 1500, u2 = 2000
x1 = 30, x2 = 60 üed u1 = 900, u2 = 1800
x1 = 40, x2 = 30 üed u1 = 2000, u2 = 1500
x1 = 40, x2 = 60 üed u1 = 8000, u2 = 1200
x1 = 60, x2 = 30 üed u1 = 800, u2 = 900
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püüs 2

püüs 1

x1 = 30

x1 = 40

x1 = 60

x2 = 30 x2 = 40 x2 = 60

(1800, 1800)

(2000, 1500)

(800, 900)

(1500, 2000)
(u1, u2)

(1600, 1600)

(1200, 800)

(900, 1800)

(800, 1200)

(0, 0)

Nä²iïn täncwär n´ x∗ = (40, 40) bolno. Püüsüüd bütäägdäxüüniï too
xämjäägääär zax zääld örsöldöj baïgaa üed änä täncwäriïg bas Kurno-
Nä²iïn täncwär gäj närlädäg.
u1(40, 40) = max

x1

u1(x1, 40) = max{1500, 1600, 1200} = 1600,

u2(40, 40) = max
x2

u2(40, x2) = max{1500, 1600, 1200} = 1600

Änä täncwär däärx zax zääliïn ünä n´ p = 130 − 80 = 50. Änä n´ axiu
zardal 10-aas ix baïna. Püüs tus büriïn a²ig n´ 1600 nägj.

Ji²ää 2.10 (Xoër püüsiïn xoorondox üniïn örsöldöön)
Xoër püüs n´ üniïn songoltuudaa strategi bolgon awq a²giïn xuw´d
örsöldwöl Beptrandyn täncwär üüsnä. Ööröör xälbäl, ünüüdäär örsöldöj
baïgaa üeiïn Nä²-Kurnogiïn täncwäriïg Betrandyn täncwär gäj när-
länä.
Zax zääliïn ärältiïn funk awq üzwäl Q = 130− p, p = 130−Q.
1-r püüsiïn a²giïn funkc u1(p) = (p1 − c)x1(p),
2-r püüsiïn a²giïn funkc u2(p) = (p2 − c)x2(p).
2 püüsiïn bütäägdäxüünüüd tögs orluuldag ba axiu zardal n´ xoorondoo
täncüü c bolog. 1-r püüsiïn ärältiïn funkc x1(p) ¶aj todorxoïlox wä?
Xäräw p1 < p2 bol 1-r püüs n´ büx zax zääliïg äzälj awna. Xäräw p2 < p1

bol 2-r püüs n´ büx zax zääliïg äzläx ba 1-r püüs µu q zaraxgüï bolno.
Ööröör xälbäl x1(p) = 0. p1 = p2 bol 2 püüs zax zäälää xuwaana.

x1(p) =





130− p1, p1 < p2
130− p1

2
, p1 = p2

0, p1 > p2

x2(p) =





130− p2, p2 < p1
130− p1

2
, p1 = p2

0, p1 < p2

Odoo püüs tus büriïg ünää 70, 50, 10 gäj songox 3 strategiïn xuwilbar-
taï gäj üz´e. c = 10 baïg.
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Ji²äälbäl, p1 = p2 = 30 bol Q =
130− 70

2
= 30 u1 = u2 = (p − c)Q =

(70− 10) · 30 = 1800.
p1 = 70, p2 = 50 bol 2-r püüs büx zax zääliïg äzläx ba 1-r püüsiïn a²ig
0 baïna.
u2 = (130− 50) · (p− c) = 80 · (50− 10) = 3200.
Xäräw p1 = 70, p2 = 10 bol u2 = (130− 10) · (p2 − c) = 120 · 0 = 0. gäx mät
ürgäljilnä.
Änä bodlogo n´ 2 Betrandyn täncwärtäï baïna. Äxniïx n´ erdiïn Nä²-
Kurnogiïn täncwär baïx (p∗1, p

∗
2) = (50, 50) bolno.

2-dax´ täncwär n´ (p∗1, p
∗
2) = (10, 10). Xarin β = p1 = p2 = 50 > c = 10 üed

al´ näg püüs n´ Nä²ääs zugtaaj ünää ¶limgüï ε-äär bagasgawal tüüniï
a²ig ärs ösnö.
u1 = (p− ε− 10) · (130− p + ε).
Ji²äälbäl, p− ε = 499.99 bol u1 = (49.99− 10) · (130− 49.99) ≈ 3200
Änä n´ 2-r püüsiïn xuw´d täncwär bolj qadaxgüï. Iïmd axiu zardal |c|-
ääs ix üniïg ürgälj bagasgax zamaar ix a²ig olox bolomjtoï bolno.
Xäräw p1 = p2 = c = 10 üed 2 püüs xoëulaa ünää doo²luulbal ui =
(p − 10)Q < 0 bolj aldagdal xüläänä. Xäräw caa²id püüsüüd ünää bu-
uruulaad baïwal püüsüüd dampuurna. Xäräw al´ näg püüs n´ ünää p > 10
bolgowol zax zäälää nögöö püüst aldaj borluulalt baïxgüï baïna. A²ig
n´ 0 baïsaar l baïna. Betrandyn ²iïd n´ änä üed p=c bolj 2 püüs
n´ tögs örsöldöönt zax zääliïn ²injiïg aguulna. Uqir n´ ünä n´ axiu
zardaltaï täncüü bolno.
Üniïn örsöldöön n´ too xämjääniï örsöldööniïg bodwol ilüü xor ur²ig-
taï ba a²giïg ärs bagasgana. Iïmd üniïn örsöldööniïg süïrüüldäg ör-
söldöön gäj närlädäg. Büx a²giïg täg bolgono.
Änä baïdlaas garaxyn tuld bütäägdäxüüniïg ¶lgawartaï awq üz´e. Ijil
bütäägdäxüüniïg ¶lgawartaï awq üzäxiïn tuld qanar, zärägläl, brand-när,
zar surtalqilgaa zärgiïg toocoj üznä.
Ingäj ¶lgawartaï awq üzsän bütäägdäxüüniï xuw´d al´ näg püüsiïn ünä
zax zääliïn ünääs ix baïwal zax zäälää aldaxgüï bolomj baïdag. Betran-
dyn örsöldöönd orson 2 püüsiïg awq üz´e.
1-r püüsiïn ärältiïn funkc: x1(p) = a − b(p1 − p1), p1-dundaj ünä. p1-

dundaj ünä n´ zax zääliïn dundaj ünä bolno. p1 =
p1 + p2

2
Ji²äälbäl, x1(p) = 180− p1 − (p1 − p1) = 180− 2p1 + p1.
1-r püüsiïn ünä 25, 2-r püüsiïn ünä 15 bolog. Tägwäl zax zääliïn ünä
p1 =

15 + 25
2

= 20

1-r püüsiïn borluulax too xämjääg olbol x1(25, 15) = 180−25−(25−20) =
150.
Bütäägdäxüüniïg ¶lgawarlasny ür dünd xudaldan awagq nar zax zääliïn
ünääs däägüür xudaldan awax bolomjtoï. Püüsüüdiïn axiu zardal c bolog.
Püüsüüdiïn ärältiïn funkcüüdiïg biqwäl
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x1(p1, p2) = a− p1 − (p1 − p1) = a− 2p1 + 0.5p2

x2(p1, p2) = b− p2 − (p2 − p2) = a− 2p2 + 0.5p2, p1 = 0.5p2, p2 = 0.5p2

Püüsüüdiïn a²giïg toocwol:
π1(p1, p2) = (p1 − c)(a− 2p1 + 0.5p2),
π2(p1, p2) = (p2 − c)(b− 2p2 + 0.5p2).
Betrandyn buµu Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.





∂π1

∂p1
= a− 2p1 + 0.5p2 − 2(p1 − c) = 0

∂π2

∂p2
= b− 2p2 + 0.5p2 − 2(p2 − c) = 0

Änä sistemiïg daraax xälbärt oruulbal
{

4p1 − 0.5p2 = a + 2c
3.5p2 = b + 2c

bolox ba sistemiïn ²iïd n´

p2 =
b + 2c

3.5
, p1 =

7a + 16c + b

7

Betrandyn täncwär bolno.

2.3 Xolimog strategitäï bimatrican togloom
1 ba 2-r toglogq naryn strategiïn olonloguud tögsgölög bolog.

A = {α1, α2, . . . , αm},
B = {β1, β2, . . . , βm}.

Ömnö n´ üzsän ji²äänüüdäd, bimatrican togloomd cäwär strategitäï
üeiïn Nä²iïn täncwär ürgälj or²ix albagüï baïsan. Ööröör xälbäl,
Nä²iïn täncwär or²ij q bolno, or²ixgüï q baïj bolno. Tägwäl toglogq
nar strategüüdää todorxoï magadlaltaïgaar xärägjüülbäl xolimog strate-
gitäï bimatrican togloom üüsnä. Änä togloomd ²iïd ürgälj or²dog.
1-r toglogq αi strategiïg xi magadlaltaïgaar,
2-r toglogq βj strategiïg yj magadlaltaïgaar tus tus xärägjüüldäg gäj
üz´e.
x = (x1, x2, . . . , xm) ba y = (y1, y2, . . . , yn) wektoruudyg toglogq naryn
xolimog strategüüd gäj närläe.
Toglogq naryn xojlyn uutguud A ba B matricäär ögögdönö.

A =




a11 . . . a1j . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . aij . . . ain

am1 . . . amj . . . amn
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B =




b11 . . . b1j . . . b1n

. . . . . . . . . . . . . . .
bi1 . . . bij . . . bin

bm1 . . . bmj . . . bmn




Toglogq nar (i, j) strategüüdiïg xolimog strategitäïgäär xärägjüülsän
üed 1-r toglogq xiyjaij , 2-r toglogq xiyjbij xojluudyg tus tus awna.
1 ba 2-r toglogq naryn dundaj xojlyn utguudyg todorxoïlbol:

f1(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj (2.7)

f2(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

bijxiyj (2.8)

Üünd:
m∑

i=1
xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m,

m∑
i=1

yj = 1, yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n.

X ba Y -äär daraax olonloguudyg tämdägläe.

X = {x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm|
m∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , m},

Y = {y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn|
n∑

j=1

yi = 1, yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n}.

Todorxoïlolt 2.4. Xäräw (x∗, y∗) ∈ X×Y n´ xolimog strategiïn xuw´d

f1(x∗, y∗) ≥ f1(x, y∗), ∀x ∈ X, (2.9)

f2(x∗, y∗) ≥ f2(x∗, y), ∀y ∈ Y (2.10)

nöxcöl bielägdäj baïwal (x∗, y∗)-g bimatrican togloomyn onowqtoï xo-
limog strategi buµu xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär gäj närlänä.

Nä²iïn täncwär (x∗, y∗)-yn xuw´d

f1(x∗, y∗) = max
x∈X

f1(x, y∗)

f2(x∗, y∗) = max
y∈Y

f2(x∗, y)

(2.9) ba (2.10) tom³ëonuudyg zadalj biqwäl
m∑

i=1

n∑

j=1

aijx
∗
i y
∗
j ≥

m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiy
∗
j , ∀x ∈ X, (2.11)
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m∑

i=1

n∑

j=1

bijx
∗
i y
∗
j ≥

m∑

i=1

n∑

j=1

bijx
∗
i yj , ∀y ∈ Y. (2.12)

Tuxaïn toxioldold (2.11)-d xi = 1, xj 6= 0, i 6= j, (2.12)-d yj = 1, yj =
0, j 6= i gäj tus tus üzwäl

m∑

i=1

n∑

j=1

aijx
∗
i y
∗
j ≥

n∑

j=1

aijy
∗
j , i = 1, m (2.13)

m∑

i=1

n∑

j=1

aijx
∗
i y
∗
j ≥

m∑

i=1

bijx
∗
i , j = 1, n (2.14)

Iïmd Nä²iïn täncwär (x∗, y∗)-g oloxyn tuld daraax täg²itgäl, täncäl-
bi²üüdiïn sistemiïg bodoj bolomjit ²iïdiïg olno gäsän üg µm.





m∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj ≥
n∑

j=1
aijyj , i = 1,m

m∑
i=1

n∑
j=1

bijxiyj ≥
n∑

j=1
bijxi, j = 1, n

m∑
i=1

xi = 1
n∑

j=1
yj = 1

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, . . . , xm ≥ 0
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, . . . , yn ≥ 0

Todorxoïlolt 2.5 Xäräw 2-r toglogqiïn ögögdsön strategi y0 ∈ Y -
yn xuw´d

f1(x0, y0) = max
x∈X

f1(x, y0) (2.15)

nöxcöl bielägdäj baïwal x0 ∈ X-g 1-r toglogqiïn y0-d xargalzax xariu
üïldliïn xamgiïn saïn strategi gäj närlänä.

Todorxoïlolt 2.6 Xäräw 1-r toglogqiïn ögögdsön startegi x ∈ X-
yn xuw´d

f2(x, y) = max
y∈Y

f2(x, y) (2.16)

nöxcöl bielägdäj baïwal y ∈ Y -g 2-r toglogqiïn x-d xargalzax xariu
üïldliïn xamgiïn saïn strategi gäj närlänä.

Iïmd Nä²iïn täncwär (x∗, y∗)-yn xuw´d x∗ ∈ X n´ 1-r toglogqiïn
y∗-d xargalzax xariu üïldliïn xamgiïn saïn strategi, y∗ ∈ Y n´ 2-r
toglogqiïn x∗-d xargalzax xariu üïldliïn xamgiïn saïn strategi bolox
n´ ilärxiï µm.
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Todorxoïlolt 2.7

R1 = {(x, y)|max
z∈X

f1(z, y) = f1(x, y), y ∈ Y } (2.17)

olonlogiïg 1-r toglogqiïn onowqtoï xariu üïldliïn olonlog gäj när-
länä.

Todorxoïlolt 2.8

R2 = {(x, y)|max
v∈Y

f2(x, v) = f2(x, y), (2.18)

olonlogiïg 2-r toglogqiïn onowqtoï xariu üïldliïn olonlog gäj när-
länä.

(x0, y0) ∈ R1 gädgääs x0 n´ 1-r toglogqiïn y0-d xargalzax xariu üïldliïn
xamgiïn saïn strategi bolno. Mön üüntäï ijilxänäär (x0, y0) ∈ R2

gädgääs y0 n´ 2-r toglogqiïn x0-d xargalzax xariu üïldliïn xamgiïn saïn
strategi bolox n´ xaragdaj baïna. Iïmd (x0, y0) ∈ R1 ∩ R2 n´ Nä²iïn
täncwär gädäg n´ ilärxiï. Odoo

(
(a11, b11) (a12, b12)
(a21, b21) (a22, b22)

)

bimatrican togloomyg onowqtoï xariu üïldliïn olonloguud baïguulax
zamaar bod³ë. Üüniï tuld f1(x, y), f2(x, y) funkcüüdiïg biqwäl:

f1(x, y) =
2∑

i=1

2∑
j=1

aijxiyj = a11x1y1 + a12x1y2 + a21x2y1 + a22x2y2,

f2(x, y) = b11x1y1 + b12x1y2 + b21x2y1 + b22x2y2.

Nögöö talaas x2 = 1 − x1, y2 = 1 − y1 tul ädgääriïg däärx ilärxiïläld
orluulbal:

f1(x, y) = a11x1y1 + a12x1(1− y1) + a21(1− x1)y1+
+a22(1− x1)(1− y1) = a11x1y1 + a12x1 − a12x1y1 + a21y1−
−a21x1y1 + a22 − a22x1 − a22y1 + a22x1y1 =
(a11 − a12 − a21 + a22)x1y1 + (a12 − a22)x1 + (a21 − a22)y1 + a22,

f2(x, y) = b11x1y1 + b12x1(1− y1) + b21(1− x1)y1 + b22(1− x1)(1− y1) =
(b11 − b12 − b21 + b22)x1y1 + (b12 − b22)x1 + (b21 − b22)y1 + b22
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Nä²iïn täncwäriïn xuw´d (2.13)-(2.14) bielägdäx tul




f1(x, y) ≥
2∑

j=1
a1jyj = a11y1 + a12y2 = a11y1 + a12 − a12y1

f1(x, y) ≥
2∑

j=1
a2jyj = a21y1 + a22y2 = a21y1 + a22(1− y1)

f2(x, y) ≥
2∑

j=1
b1jyj = b11y1 + b12 − b12y1

f2(x, y) ≥
2∑

j=1
b2jyj = b21y1 + b22(1− y1)

x1 ≥ 0, y1 ≥ 0
x1 ≤ 1, y1 ≤ 1

(∗)

Odoo däärx ilärxiïlliïn äxniï 2 ilärxiïläld f1(x, y)-yn utgyg orluu-
lan taw³¶.

(a11 − a12 − a21 + a22)x1y1 + (a12 − a22)x1 + (a21 − a22)y1 + a22 ≥
(a11 − a12)y1 + a12,
(a11 − a12 − a21 + a22)x1y1 + (a12 − a22)x1 + (a21 − a22)y1 + a22 ≥
(a21 − a22)y1 + a22.

M = a11 − a12 − a21 + a22, m = a22 − a12 gäj orluulga xiïj däärx
täncälbi²üüdiïg xuwirgawal

{
M(1− x1)y1 −m(1− x1) ≤ 0
Mx1y1 −mx1 ≥ 0

(2.19)

bolox ba (x1, y1) n´ 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ y1 ≤ 1 nöxclüüdiïg bas xangana.
Ööröör xälbäl, Nä²iïn täncwär (x, y) = (x1, 1 − x1, y1, 1 − y1) n´ daraax
sistemiïg xangana.





M(1− x1)y1 −m(1− x1) ≤ 0
Mx1y1 −mx1 ≥ 0
0 ≤ x1 ≤ 1
0 ≤ y1 ≤ 1

Änäxüü sistem n´ ²ugaman bi² tul bodoxod xündrältäï ba ²injilgää
xiïj bod³ë.
Daraax toxioldluudyg awq üz´e.
10. M = m = 0. Ändääs a22 = a12 ba a11 = a21.
Änä üed 1-r toglogq ¶mar q startegi x1 ∈ [0, 1] songox n´ tüüniï xuw´d
¶lgaagüï baïna.

20. M = 0, m > 0. Tägwäl −m(1 − x1) ≤ 0 ba −mx1 ≥ 0 bolox ba
ändääs x1 = 0, y1 ∈ [0, 1].
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30. M = 0, m < 0. Tägwäl (1− x1) ≤ 0 ba x1 ≥ 0.
Ändääs ²iïd n´ x1 = 1, 0 ≤ y1 ≤ 1.

40. M > 0. Tägwäl M(1− x1)y1 −m(1− x1) ≤ 0 ba M1x1y1 −mx1 ≥ 0.
Üüniïg ²injil´e. Xäräw x1 = 1 bol

{
M(1− x1)y1 −m(1− x1) = 0
My1 −m ≥ 0

Iïmd y1 ≥ m

M
. Xäräw x1 = 0 bol

{
M(1− x1)y1 −m(1− x1) = My1 −m ≤ 0
Mx1y1 −mx1 = 0 ≥ 0

Ändääs y1 <
m

M
. Xäräw 0 < x1 < 1 bol

{
M(1− x1)y1 −m(1− x1) ≤ 0
Mx1y1 −mx1 ≥ 0

Ändääs {
My1 −m ≤ 0
My1 −m ≥ 0

bolox ba y1 =
m

M
baïna.

Iïmd däärx toxioldluudyg nägtgän biqwäl:

Xäräw x1 = 0 bol 0 ≤ y1 ≤ m

M

Xäräw 0 < x1 < 1 bol y1 =
m

M

Xäräw x1 = 1 bol y1 ≥ m

M

50. M < 0 üed {
M(1− x1)y1 −m(1− x1) ≤ 0
Mx1y1 −mx1 ≥ 0

gädgiïg daxin x1 = 0, x1 = 1, x1 < 1 toxioldold ²injlän ²iïdiïg
biqwäl

Xäräw x1 = 0 bol y1 ≥ m

M
Xäräw 0 < x1 < 1 bol y1 =

m

M
Xäräw x1 = 1 bol 0 ≤ y1 ≤ m

M

Odoo Zurag 2.1 däär (2.12) sistemiïn ²iïdiïg M > 0 üed dürslän xa-
ruulbal:
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y1

1

m

M

0 1 x1

Zurag 2.1 (M > 0 üed)

Ji²äälbäl, 2-r toglogq n´ y = (y1, y2) =
(1

4
,
3
4

)
strategiïg a²iglaxaar

²iïdsän gäe. M = 2, m = 1 gäj üz´e. y1 =
1
4

<
m

M
=

1
2

tul änä n´
40 toxioldol bolox bögööd änä üed 1-r toglogqiïn songox xamgiïn saïn
strategi bol x1 = 0. Ööröör xälbäl, x = (0, 1).
Zurag 2.1 däär todoor dürsälsän ²ugam n´ y ∈ Y ögögdsön üeiïn 1-r
toglogqiïn onowqtoï xariu üïldliïn olonlog bolno. Nä²iïn täncwär
n´ änä ²ugam däär baïrlana.
M > 0 üed R1 olonlogiïg baïguulbal:

R1 = {(0, y)|0 ≤ y ≤ m

M
} ∪ {(x,

m

M
)|0 < x < 1} ∪ {(1, y)|m

M
≤ y ≤ 1} (2.20)

Odoo 2-r toglogqiïn xuw´d tüüniï onnowqtoï xariu üïldliïn olonlogiïg
baïguul³¶. Üüniï tuld (*) sistemiïn süüliïn 2 ilärxiïlliïg ömnöxtäï
tösöötäïgäär xuwirga¶.
Ji²äälbäl, R = b11 − b12 − b21 + b22, r = b22 − b21 tämdäglää xiïwäl (*)
n´ daraax xälbärt ²iljinä.

{
Rx1(1− y1)− r(1− y1) ≤ 0
Rx1y1 − ry1 ≥ 0

Daxin daraax toxioldluud awq üz´e.
10. R = 0, r = 0 üed ²iïd 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ y1 ≤ 1 baïna.
20. R = 0, r > 0 üed ²iïd 0 ≤ x1 ≤ 1, y1 = 0

30. R = 0, r < 0 üed ²iïd 0 ≤ x1 ≤ 1, y1 = 1

40. R > 0 üed ²iïd
Xäräw y1 = 0 bol 0 ≤ x1 ≤ r

R
Xäräw 0 < y1 < 1 bol x1 =

r

R
Xäräw y1 = 1 bol 1 ≥ x1 ≥ r

R
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50. R < 0 üed ²iïd
Xäräw y1 = 0 bol 0 ≤ x1 ≤ r

R
,

Xäräw 0 < y1 < 1 bol x1 =
r

R
,

Xäräw y1 = 1 bol x1 ≥ r

R
.

Tägwäl 1-r toglogqiïn x ∈ X strategi ögögdsön üed 2-r toglogqiïn onowq-
toï xariu üïldliïn olonlogiïg dürslän üzüülbäl:

y1

1

0 1 x1
r
R

Zurag 2.2 (R < 0)

Iïmd R < 0 üed 2-r toglogqiïn onowqtoï xariu üïldliïn olonlog daraax
xälbärtäï baïna.

R2 = {(x, 0)|0 ≤ x ≤ r

R
} ∪ {( r

R
, y)|0 < y < 1} ∪ {(x, 1)| r

R
≤ x ≤ 1} (2.21)

Nä²iïn täncwär R2 olonlogt xar³¶alagdax n´ ilärxiï µm. Nögöö talaas
Nä²iïn täncwär R1 ba R2 olonloguudyn ogtlolcol däär baïx n´ ilärxiï
baïna. Iïmd M 6= 0, R 6= 0 üed xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär
(x, y) ⊂ R1 ∩R2 bolox ba

x1 =
r

R
=

a22 − a12

a11 − a12 − a21 + a22
, x2 = 1− x1,

y1 =
m

M
=

b22 − b21

b11 − b12 − b21 + b22
, y2 = 1− y1,

Ji²ää 2.11.

A =
(

2 −1
−1 1

)

B =
(

1 −1
−1 2

)

togloomyn Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.
Ömnöx ür düngüüdiïg a²iglawal:
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M = 2− (−1)− (−1) + 1 = 5 > 0

m = 1− (−1) = 2,
m

M
=

2
5
,

R = 5, r = 3,
r

R
=

3
5

R1 ba R2 olonloguudyg baïguulj xarwal änä togloomd 3 Nä²iïn täncwär
or²ino. Üünd (x1, y1), (x2, y2) ba (x3, y3).

x1 = (0, 1), y1 = (0, 1), x2 = (1, 0), y2 = (1, 0), x3 =
(3

5
,
2
5

)
,

y3 =
(2

5
,
3
5

)
.

Ändääs coryn ganc xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär n´ (x3, y3) µm.
Üüniïg zurgan däär dürsälbäl:

y1

1

0 1 x1
r

R
=

3
5

m

M
=

2
5

Nä²

Nä²

Nä²

Zurag 2.3

Toglogq naryn dundaj xojlyn utguudyg olbol:
f1(x3, y3) =

2∑
i=1

2∑
j=1

aijx
3
i y

3
j = a11x

3
1y

3
1 + a12x

3
1y

3
2 + a21x

3
2y

3
1 + a22x

3
2y

3
2 =

2 · 3
5
· 2
5

+ (−1) · 3
5
· 3
5

+ (−1) · 2
5
· 2
5

+
2
5
· 3
5

=
1
5

f2(x3, y3) =
2∑

i=1

2∑
j=1

bijx
3
i y

3
j =

1
5
.

Ji²ää 2.12. Xoër ätgääd T1 ba T2 xämjäätäï xöröngiïg todorxoï
salbart xöröngö oruulax 2 strategitäï. Xäräw täd xamtarq ijilxän
xuwiar xöröngö oruulaxgüï bol al´ al´ n´ a²iggüï. Togloom daraax
bimatrican togloomoor ögögdönö.
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T1 T2

T1

T2

II

I

(1, 2)

(0, 0)

(0, 0)

(2, 1)

Ji²äälbäl, 2 ätgääd xoëulaa T1 xöröngö oruulalt xiïwäl 1 ba 2-r ät-
gäädüüd xargalzan 1 ba 2 gäsän xojil buµu a²ig oldog gäj üz´e. Änä bod-
logyn xuw´d (T1, T1) ba (T2, T2) strategüüd n´ cäwär strategitäï Nä²iïn
täncwär bolox n´ ilärxiï baïna. Odoo änä togloomyn xolimog strate-
gitäï Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.
Bodlogyn nöxcliïg biqwäl:

A =
(

1 0
0 2

)
B =

(
2 0
0 1

)

Toglogq naryn xolimog strategüüd x = (x1, x2), y = (y1, y2).
Toglogq naryn xojlyn funkcüüdiïg todorxoïl³ë.
f1(x, y) =

2∑
i=1

2∑
j=1

aijxiyj = x1y1 + x2y2 = x1y1 + 2(1− x1)(1− y1) = 3x1y1 −
2x1 − 2y1 + 2 = x1(3y1 − 2)− 2y1 + 2.
1-r ätgäädiïn onowqtoï xolimog strategiïn olonlog R1-g baïguulaxyn
tuld f1(x, y) funkciïn maksimum utgyg olox ²aardlagataï.
Ööröör xälbäl, y ögödsön üed

max
0≤x1≤1

f1(x, y) = max
0≤x1≤1

[x1(3y1 − 2)− 2y1 + 2]

bodlogyg bodno gäsän üg µm.
Xäräw 3y1− 2 > 0 bol f1(x, y) funkc n´ x1 = 1 däär, 3y1− 2 < 0 bol x1 = 0

däär tus tus maksimum utgaa awna. Xäräw 3y1− 2 = 0 bol y1 =
2
3

bolox ba

f1(x, y) =
2
3
.

Iïmd
max

0≤x1≤1
f1(x, y) =

=





y1, Xäräw 3y1 − 2 > 0 ⇒ y1 >
2
3
, x1 = 1

2
3
, Xäräw y1 =

2
3
, x1 ∈ [0, 1]

−2y1 + 2 Xäräw 3y1 − 2 < 0 ⇒ 4y1 <
2
3
, x1 = 0

R1 olonlogiïn todorxoïloltyg daxin sanawal

R1 = {(x∗1, y1) ∈ [0, 1]× [0, 1]|max
x∈X

f1(x, y) = f1(x∗, y)}
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Tägwäl

R1 = {(1, y1),
2
3

< y1 ≤ 1} ∪ {(x1,
2
3
), 0 ≤ x1 ≤ 1} ∪ {(0, y1), 0 ≤ y1 ≤ 2

3
}.

Änä olonlog n´ 1-r toglogqiïn xariu üïldliïn onowqtoï olonlog µm.
Xäräw y1 =

1
2

bol x1 = 0 bolox ba f1(0,
1
2
) = 1.

Däärxtäï tösöötäïgäär f2(x, y)-yg baïguulbal
f2(x, y) = 2x1y1 + (1− x1)(1− y1) = y1(3x1 − 1)− x1 + 1.

max
y∈Y

f2(x, y) = max
0≤y1≤1

f2(x1, y1) =

=





−x1 + 1, Xäräw 0 ≤ x1 ≤ 1
3
, y1 = 0

2
3
, Xäräw x1 =

1
3
, y1 ∈ [0, 1]

2x1 Xäräw 1
3
≤ x1 ≤ 1, y1 = 1

R2-iïn todorxoïloltyg biqwäl:
R2 = {(x, y∗) ∈ X × Y |max

y∈Y
f2(x, y) = f2(x, y∗)}

äswäl R2 = {(x1, y
∗
1) ∈ [0, 1]× [0, 1]| max

0≤y1≤1
f2(x, y) = f2(x, y∗)}

Tägwäl
R2 = {(x1, 0)|0 ≤ x1 <

1
3
} ∪ {(1

3
, y1), 0 ≤ y1 ≤ 1} ∪ {(x1, 1),

1
3

< x1 ≤ 1}
bolox ba R1, R2-iïg zurag 2.3 däär dürsälbäl

y1

1

0 1 x1
1
3

2
3

Cäwär Nä²

Xolimog Nä²

Cäwär Nä²

R1

R2

Nä²iïn täncwärüüd n´ R1 ba R2 olonlogiïn ogtolcol däär or²ino.
Ji²äälbäl, (x1, y1) ∈ R1 ∩ R2, (x2, y2) =

(
(
1
3
,
2
3
), (

2
3
,
1
3
)
)
∈ R1 ∩ R2,

(x3, y3) = ((1, 0), (1, 0)) ∈ R1∩R2 cägüüd n´ Nä²iïn täncwäriïn cägüüd µm.
Xäräw 1-r toglogq T1 strategiïg x1 =

1
2

magadlaltaïgaar xärägjüüläxäär
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bol 2-r toglogq T1 strategiïg y1 = 1 magadlaltaïgaar xärägjüüläx n´
onowqtoï µm.

f1(x1, y1) = 2, f2(x1, y1) = 1,
f1(x2, y2) = 1, f2(x2, y2) = 2,

f1(x3, y3) =
2
3

= f2(x3, y3).

gädgiïg x¶lbarxan ²algaj bolno. Xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär
n´

(x3, y3) =
(
(
1
3
,
2
3
), (

2
3
,
1
3
)
)
.

Xolimog strategitäï Nä²iïn täncwäriïn üed 2 toglogqiïn dundaj xoj-
lyn utguud xoorondoo täncüü (=

2
3
) baïgaa bolowq änä n´ tädgääriïn cäwär

strategitäï Nä²iïn täncwär däx xojlyn utguudaas baga baïgaa n´ xarag-
daj baïna. Gäxdää xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär xoër toglogq
xoëuland n´ bolomjiïn ix xojlyn utguud olgoj baïna. Xäräw al´ näg
toglogq cäwär strategitäï Nä²iïn täncwär songowol 2 toglogqiïn xo-
jlyn utguud xoëulaa 2

3
-ääs ix bolj saïjirj baïna. Xäräw 2 toglogq

togloomyn ür düng "²udarga" baïlgaxyg ärmälzwäl täd xolimog strate-
gitäï Nä²iïn täncwäriïg songox ba tus bür n´ cäwär strategitäï Nä²iïn
täncwär däx xojlyn utguudaas baga xojlyn utguud awq baïna.

Xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär or²in baïx asuudald daraax
teorem xariu ögnö.

Teorem 2.2. (Nä²) Xolimog strategitäï duryn bimatrican togloomd
Nä²iïn täncwär ürgälj or²ino.

Batalgaa. Xojlyn funkcüüdiïg todorxoïl³ë.

f1(x, y) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj , x ∈ X,

f2(x, y) =
m∑

i=1

n∑
j=1

bijxiyj , y ∈ Y,

üünd A = {aij}m×n, B = {bij}m×n toglogq naryn xojlyn utguudaar
zoxiogdson matric, f1, f2 n´ dundaj xojlyn utguud,

X = {x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm|
m∑

i=1
xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m},

Y = {y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn|
n∑

j=1
yj = 1, yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n}.

X ba Y olonloguud n´ güdgär kompakt olonloguud n´ ilärxiï µm. Toglogq
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naryn xariu üïldliïn olonloguudyg daraax xälbäräär todorxoïl³ë.

R1(y) = {x ∈ X|f1(x, y) = max
x∈X

f1(x, y)}
R2(x) = {y ∈ Y |f2(x, y) = max

y∈Y
f2(x, y)}

f1 ba f2 funkcüüd tasraltgüï bögööd X ba Y n´ kompakt tul
max
x∈X

f1(x, y), max
y∈Y

f2(x, y) utguud or²ino. Iïmd R1(y) 6= ∅, R2(x) 6= ∅.
Odoo daraax olonlog utgataï buulgaltyg todorxoïl³ë.
ϕ : (x, y) ∈ X × Y → R1(y)×R2(x) ⊂ X × Y .
(x′, y′) ∈ ϕ(x, y) gädgääs x′ ∈ R1(y) ba y′ ∈ R2(x).
Nä²iïn täncwär (x∗, y∗)-iïn xuw´d (x∗, y∗) ∈ ϕ(x∗, y∗) baïx n´ ilärxiï
µm.
x → f1(x, y), y → f2(x, y), y → f1(x, y), x → f2(x, y) buulgaltuud n´
²ugaman gädäg n´ ilärxiï. Tüünqlän ϕ(x, y) olonlog n´ güdgär, zaaglagdsan
bitüü olonlog gädgiïg x¶lbarxan xaruulj bolno. Mön ϕ(x, y) n´ däärääsää
xagas tasraltgüï buulgalt gädgiïg xaruulj bolno. Iïmd ϕ(x, y) buul-
galtyn xuw´d Kakutaniï ([12]) ül xödlöx cägiïn tuxaï teoremyn nöxcöl
bielägdäj baïna. Iïmd Kakutaniï teorem ësoor (x∗, y∗) ∈ ϕ(x∗, y∗) baïx
x∗ ∈ R1(y∗) ba y∗ ∈ R2(x∗) cägüüd or²ino. Ööröör xälbäl,

f1(x∗, y∗) = max
x∈X

f1(x, y∗) ≥ f1(x, y∗), ∀x ∈ X,

f2(x∗, y∗) = max
y∈Y

f2(x∗, y) ≥ f2(x∗, y), ∀y ∈ Y.

Ändääs (x∗, y∗) cäg n´ Nä²iïn täncwär bolox n´ xaragdaj baïna. Teorem
batlagdaw.

2.4 Nä²iïn täncwäriïg dotood cägiïn argaar olox
Nä²iïn täncwär olox asuudlyg daraax optimizaciïn bodlogo bolgon to-
m³ëol³ë.

f1(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj → max
x∈X

(2.22)

f2(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

bijxiyj → max
y∈Y

(2.23)

(2.22) ba (2.23) bodloguudad f1 funkc n´ x-äär xotgor, f2 funkc n´ y-
äär xotgor tul äkstremum baïx zaïl²güï nöxcöl n´ xürälcäätäï bolno.
Zaïl²güï nöxcliïg biqixiïn tuld

xm = 1− (x1 + x2 + · · ·+ xm−1) = 1−
m−1∑
i=1

xi,

yn = 1− (y1 + y2 + · · ·+ yn−1) = 1−
n−1∑
j=1

yj
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gädgiïg xargalzan üzäj f1 ba f2-d orluulna.

f1(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

xiaijyj =
n∑

j=1

(
m−1∑

i=1

xiaijyj +
(
1−

m−1∑

k=1

xk

)
amjyj

)

=
n∑

j=1

(
amjyj +

m−1∑

i=1

xiaijyj −
m−1∑

k=1

xk(amjyj)

)

=
n∑

j=1

(
amjyj +

m−1∑

i=1

[aij − amj ]xiyj

)
= E1(x1, . . . , xm−1, y1, . . . , yn);

f2(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

bijxiyj =
m∑

i=1




n−1∑

j=1

bijxiyj + binxiyn




=
m∑

i=1




n−1∑

j=1

bijxiyj +
(
1−

n−1∑

k=1

yk

)
binxi




=
m∑

i=1




n−1∑

j=1

bijxiyj −
n−1∑

k=1

ykbinxi + binxi




=
m∑

i=1

(
binxi +

n−1∑

j=1

[bij − bin]yjxi

)
= E2(x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn−1).

Iïmd (2.22) ba (2.23) bodlogo n´ daraax bodlogo ruu ²iljinä.




E1(x1, x2, . . . , xm−1, y1, y2, . . . , yn) → max
x

x1 ≥ 0, . . . , xm−1 ≥ 0,
m−1∑
i=1

xi ≤ 1





E2(x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn−1) → max
y

y1 ≥ 0, . . . , yn−1 ≥ 0,
n−1∑
j=1

yj ≤ 1

Zaïl²güï nöxcliïg biqwäl:




∂E1(x1, x2, . . . , xm−1, y1, . . . , yn)
∂xk

=
n∑

j=1
yj [akj − amj ] = 0,

k = 1, 2, . . . ,m− 1

∂E2(x1, x2, . . . , xm, y1, y2 . . . , yn−1)
∂ys

=
m∑

i=1
xi[bis − bim] = 0,

s = 1, 2, . . . , n− 1

(2.24)

73



Xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär n´ daraax sistemiïn ²iïd bolno.




n∑
j=1

yj [akj − amj ] = 0, k = 1, 2, . . . , m− 1,

m∑
i=1

xi[bis − bim] = 0, s = 1, 2, . . . , n− 1,

xm = 1−
m−1∑
i=1

xi, yn = 1−
n−1∑
j=1

yj .

(2.25)

Xäräw (2.25) sistemiïn ²iïdüüd (x, y) n´ xi ≥ 0, i = 1,m ba yj ≥ 0, j =
1, n nöxcliïg xangaj baïwal änä n´ xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär
bolno.

Ji²ää 2.13. Ji²ää 2.12-d awq üzsän togloomyn ²iïdiïg dotood
cägiïn argaar oq³ë. Togloomyn nöxcöl ësoor toglogq naryn xojlyn
funkcüüd
f1(x, y) = x1y1 + 2x2y2 ba
E1(x1, y1) = x1(3y1 − 2)− 2y1 + 2.
f2(x, y) = 2x1y1+x2y2 = 2x1y1+(1−x1)(1−y1) = 2x1y1+1−x1−y1+x1y1 =
3x1y1 − y1 − x1 + 1,
E2(x1, y1) = y1(3x1 − 1)− x1 + 1.
tul

∂E1(x1, y1)
∂x1

= 3y1 − 2 = 0 ⇒ y1 =
2
3
, y2 = 1− y1 =

1
3

∂E2(x1, y1)
∂y1

= 3x1 − 1 = 0 ⇒ x1 =
1
3
, x2 = 1− x1 =

2
3

Iïmd xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär n´ x∗ =
(1

3
,
2
3

)
, y∗ =

(2
3
,
1
3

)

baïna.
Ji²ää 2.14

A =
(

2 −1
−1 1

)
B =

(
1 −1

−1 2

)

bimatrican togloomyn Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.
Xojlyn funkcüüdiïg zoxioë.
f1(x, y) = 2x1y1− x1y2− x2y1 + x2y2 = 2x1y1− x1(1− y1)− (1−x1)y1 + (1−
x1)(1− y1) = 5x1y1 − 2x1 − 2y1 + 1,
f2(x, y) = x1y1− x1y2− x2y1 + 2x2y2 = x1y1−x1(1− y1)− (1−x1)y1 + 2(1−
x1)(1− y1) = 5x1y1 − 3x1 − 3y1 + 2,
f1(x, y) = E1(x1, y1) = 5x1y1 − 2x1 − 2y1 + 1,
f2(x, y) = E2(x1, y1) = 5x1y1 − 3x1 − 3y1 + 2.
Tuxaïn ulamjlaluudyg olj tägtäï täncüülbäl:

∂E1

∂x1
= 5y1 − 2 = 0 ⇒ y1 =

2
5
, y2 =

3
5

∂E2

∂y1
= 5x1 − 3 = 0 ⇒ x1 =

3
5
, x2 =

2
5
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Xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär n´:

x∗ =
(3

5
,
2
5

)
ba y∗ =

(2
5
,
3
5

)

Ji²ää 2.15

A =



−2 5 1
−3 2 3

2 1 3


 B =



−4 −2 4
−3 1 4

3 1 −1




bimatrican togloomyn xolimog strategitäï Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.

f1(x, y) =
3∑

i=1

3∑

j=1

aijxiyj = −2x1y1 + 5x1y2 + x1y3 − 3x2y1+

+2x2y2 + 3x2y3 + 2x3y1 + x3y2 + 3x3y3.

x3 = 1− x1 − x2 tul üüniïg änä ilärxiïläld orluulbal:

E1(x1, x2, y1, y2, y3) = −2x1y1 + 5x1y2 + x1y3 − 3x2y1 + 2x2y2+

+3x2y3 + 2y1(1− x1 − x2) + (1− x1 − x2)y2 + 3y3(1− x1 − x2) =

= −2x1y1 + 5x1y2 + x1y3 − 3x2y1 + 2x2y2 + 3x2y3+

+2y1 − 2x1y1 − 2y1x2 + y2 − x1y2 − x2y2 + 3y3 − 3x1y3 − 3y3x2 =

= −4x1y1 + 4x1y2 − 2x1y3 − 5x2y1 + x2y2 + 2y1 + y2 + 3y3.

f2(x, y) =
3∑

i=1

3∑

j=1

bijxiyj = −4x1y1 − 2x1y2 + 4x1y3 − 3x2y1+

+x2y2 + 4x2y3 + 3x3y1 + x3y2 − x3y3.

y3 = 1− y1 − y2 gädgiïg xargalzan üzäj orluulbal:

E2(x1, x2, x3, y1, y2) = −4x1y1 − 2x1y2 + 4x1(1− y1 − y2)− 3x2y1+

+x2y2 + 4x2(1− y1 − y2) + 3x3y1 + x3y2 − x3(1− y1 − y2) =

= −4x1y1 − 2x1y2 + 4x1 − 4x1y1 − 4x1y2 − 3x2y1 + x2y2 + 4x2−
−4x2y1 − 4x2y2 + 3x3y1 + x3y2 − x3 + x3y1 + x3y2 =

= −8x1y1 − 6x1y2 + 4x1 − 7x2y1 + 4x2 − 3x2y2 − x3 + 2x3y2 + 4x3y1.
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E1(x1, x2, y1, y2, y3) ba E2(x1, x2, x3, y1, y2) funkcüüdiïn ∂E1

∂xi
,

∂E2

∂yj
tuxaïn

ulamjlaluudyg olj (2.25) sistemiïg zoxiowol:




∂E1

∂x1
= −4y1 + 4y2 − 2y3 = 0

∂E1

∂x2
= −5y1 + y2 = 0

∂E2

∂y1
= −8x1 − 7x2 + 4x3 = 0

∂E2

∂y2
= −6x1 − 3x2 + 2x3 = 0

x3 = 1− x1 − x2

y3 = 1− y1 − y2

Sistemiïg ämxätgän daraax xälbärt biqwäl:




−2y1 + 6y2 − 2 = 0
−5y1 + y2 = 0
−12x1 − 11x2 + 4 = 0
−8x1 − 5x2 + 2 = 0

Änäxüü sistemiïn ²iïd n´:

y1 =
1
14

, y2 =
5
14

, x1 =
1
14

, x2 =
4
14

bolox ba x3 =
9
14

, y3 =
8
14

bolj yj ≥ 0, xi ≥ 0, (i, j = 1, 2, 3) nöxclüüdiïg
xangaj baïgaa tul änä togloomyn xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär
n´

x =
( 1

14
,

4
14

,
9
14

)
, y =

( 1
14

,
5
14

,
8
14

)
.

Xojlyn utguudyg olbol

f1(x, y) =
31
14

, f2(x, y) =
11
14

.

Mön änä togloomd x = (0, 0, 1), y = (1, 0, 0) ba x̃ = (0, 1, 0),
ỹ = (0, 0, 1) gäsän cäwär strategitäï Nä²iïn täncwärüüd zärägcän or²ij
baïgaag x¶lbarxan ajiglaj bolno.
Üünd: f1(x, y) = 2, f2(x, y) = 3 ba f1(x̃, ỹ) = 3, f2(x̃, ỹ) = 4.

2.5 Nä²iïn täncwäriïg ²ugaman bi² programmqlalyn
argaar olox

Xolimog strategitäï bimatrican togloom awq üz´e.

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn
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B =




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn




x = (x1, x2, . . . , xn) ba y = (y1, y2, . . . , yn) n´ xolimog strategüüd.
f1(x, y) ba f2(x, y) n´ xojlyn utguud.

f1(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj ,

f2(x, y) =
m∑

i=1

n∑

j=1

bijxiyj ,

X = {x ∈ Rm|
m∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , m},

Y = {y ∈ Rn|
n∑

j=1

yj = 1, yj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n}.

Teorem 2.3. (x∗, y∗) ∈ X×Y n´ xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär
baïx zaïl²güï ba xürälcäätäï nöxcöl n´ (x∗, y∗, p∗, q∗) n´ skal¶r too p∗

ba q∗-iïn xuw´d daraax ²ugaman bi² programqlalyn ²iïd bolox ¶wdal
µm.
Üünd: 




m∑
i=1

n∑
j=1

ajxiyj +
m∑

i=1

n∑
j=1

bijxiyj − p− q → max
(x,y,p,q)

n∑
j=1

aijyj ≤ p, i = 1, 2, . . . ,m

m∑
i=1

bijxi ≤ q, j = 1, 2, . . . , n

xi ≥ 0, yj ≥ 0, i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n
m∑

i=1
xi = 1

n∑
j=1

yj = 1

(2.26)

Batalgaa. (x∗, y∗) n´ Nä²iïn täncwär bolox zaïl²güï ba xürälcäätäï
nöxcöl n´

f1(x∗, y∗) =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijx
∗
i y
∗
j ≥

m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiy
∗
j , ∀x ∈ X (2.27)

f2(x∗, y∗) =
m∑

i=1

n∑

j=1

bijx
∗
i y
∗
j ≥

m∑

i=1

n∑

j=1

bijx
∗
i yj , ∀x ∈ Y (2.28)
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Xäräw däärx 2 täncätgäl bi²d

x = (0, . . . , 1, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
i

, i = 1,m, y = (0, . . . , 1, 0 . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
j

, j = 1, n, gäj däs

daraalan orluulbal
m∑

i=1

n∑

j=1

ajx
∗
i y
∗
j ≥

n∑

j=1

aijy
∗
j , i = 1, 2, . . . , m (2.29)

m∑

i=1

n∑

j=1

bijx
∗
i y
∗
j ≥

n∑

j=1

bijx
∗
i , i = 1, 2, . . . , n (2.30)

Nögöö talaas, ¶mar näg xos (x∗, y∗) ∈ X × Y -yn xuw´d (2.29) ba (2.30) nöx-
cöl bielägdäj baïwal (x∗, y∗) n´ Nä²iïn täncwär bolno. Üüniïg xaruu-
laxyn tuld duryn (x, y) ∈ X ×Y -g songon aw³¶. (2.29) täncätgäl bi²iïn
baruun ba züün talyg xi-äär, (2.30)-yn baruun ba züün taluudyg yj-äär tus
tus ürjüülj näm´e.
Ööröör xälbäl,

m∑

k=1

xk




m∑

i=1

n∑

j=1

aijx
∗
i y
∗
j


 ≥

m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiy
∗
j , ∀x ∈ X,

n∑

l=1

yl




m∑

i=1

n∑

j=1

bijx
∗
i y
∗
j


 ≥

m∑

i=1

n∑

j=1

bijx
∗
i yj , ∀y ∈ Y.

m∑
k=1

xk =
n∑

l=1

yl = 1 gädgiïg xargalzan üzwäl

f1(x∗, y∗) ≥ f1(x, y∗), ∀x ∈ X

f2(x∗, y∗) ≥ f2(x, y∗), ∀y ∈ Y

bolj (x∗, y∗) n´ Nä²iïn täncwär bolox n´ xaragdaj baïna. Iïmd (2.29) ba
(2.30) nöxcöl n´ Nä²iïn täncwär baïx zaïl²güï ba xürälcäätäï nöxcöl
bolno. (x∗, y∗) ∈ X × Y n´ Nä²iïn täncwär bolog.
Skal¶r too p∗, q∗-g daraax dürmäär todorxoïl³ë.
p∗ = f1(x∗, y∗), q = f2(x∗, y∗).
(x∗, y∗, p∗, q∗) cäg n´ (2.26) bodlogyn bolomjit cäg gädgiïg xaruul³¶. x∗ ∈
X ba y∗ ∈ Y tul

m∑
i=1

x∗i = 1, x∗i ≥ 0, i = 1,m,
n∑

j=1
y∗j = 1, y∗j ≥ 0, j =

1, 2, . . . , n.
Nä²iïn täncwär gädgääs

p∗ = f1(x∗, y∗) ≥
n∑

j=1

aijy
∗
j
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q∗ = f2(x∗, y∗) ≥
n∑

j=1

bijx
∗
j

bielägdäj baïgaa uqir (x∗, y∗, p∗, q∗) n´ (2.26) bodlogyn zaaglalyg xangaj
baïgaa buµu bolomjit cäg bolno.
Odoo (x∗, y∗, p∗, q∗) n´

F (x, y, p, q) =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj +
m∑

i=1

n∑

j=1

bijxiyj − p− q

funkciïn (global´) maksimumyn cäg bolno gädgiïg xaruul³¶. Duryn
bolomjit cäg (x, y, p, q)-yn xuw´d





n∑
j=1

aijyj ≤ p, i = 1, 2, . . . ,m,

m∑
i=1

bijxi ≤ q, j = 1, 2, . . . , n,

xi ≥ 0, yj ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n,
m∑

i=1
xi = 1,

n∑
j=1

yj = 1.

bielägdänä. Änä zaaglalyn 1 ba 2-r täncätgäl bi²iïn baruun züün talu-
udyg xi ba yj-äär xargalzuulj ürjüülän nämbäl:





m∑
i=1

m∑
j=1

aijxiyj ≤ p
m∑

i=1
xi = p

m∑
i=1

m∑
j=1

bijxiyj ≤ q
n∑

j=1
yj = q

Ändääs
m∑

i=1

m∑

j=1

aijxiyj +
m∑

i=1

m∑

j=1

bijxiyj − p− q ≤ 0.

Iïmd duryn bolomjit (x, y, p, q)-yn xuw´d F (x, y, p, q) ≤ 0 bolj baïna.
Xäräw p∗ = f1(x∗, y∗), q∗ = f2(x∗, y∗) gäj üzwäl F (x∗, y∗, p∗, q∗) = f1(x∗, y∗)+
f2(x∗, y∗) − p∗ − q∗ = 0 bolj (x∗, y∗, p∗, q∗) cäg n´ F (x, y, p, q) funkciïn
(global´) maksimumyn cäg bolj baïna. Ööröör xälbäl, Nä²iïn täncwär
(x∗, y∗) däär

F (x, y, p, q) ≤ F (x∗, y∗, p∗, q∗) = 0

nöxcöl bielägdäj baïna. Iïmd Nä²iïn täncwär n´ (2.26) gäsän ²uga-
man bi² programqlalyn bodlogyn ²iïd bolj teoremyn zaïl²güï nöx-
cöl batlagdaw.
Odoo teoremyn xürälcäätäï nöxcliïg batal³¶.
Ööröör xälbäl, (2.26) bodlogyn ²iïd n´ Nä²iïn täncwär gädgiïg xaru-
ul³¶.
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(x, y, p, q) n´ (2.26) bodlogyn ¶mar näg ²iïd gäj üz´e. (x∗, y∗) n´ bima-
trican togloomyn Nä²iïn täncwär ba p∗ = f1(x∗, y∗), q∗ = f2(x∗, y∗)
bolog. Bid (x, y)-g Nä²iïn täncwär bolno gädgiïg xaruulaxad xüräl-
cäätäï. (x, y, p, q) n´ (2.26) bodlogyn bolomjit cäg tul

n∑
j=1

aijyj ≤ p, i = 1, 2, . . . , m,

m∑
i=1

bijxi ≤ q, i = 1, 2, . . . , n

Ändääs
m∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj ≤ p
m∑

i=1
xi = p

m∑
i=1

m∑
j=1

bijxiyj ≤ q
n∑

j=1
yi = q

gädgiïg x¶lbarxan xaruulj bolno. Änä n´

f1(x, y) ≤ p,
f2(x, y) ≤ q

bolno. Nögöö talaas Nä²iïn täncwär (x∗, y∗) ba p∗ = f1(x∗, y∗), q∗ =
f2(x∗, y∗) üed F (x∗, y∗, p∗, q∗) = 0 gädäg n´ ilärxiï bilää. (x, y, p, q) n´
(2.26) bodlogyn ²iïd tul F (x, y, p, q) ≤ 0 baïxaas gadna F (x, y, p, q) = 0
baïx ²aardlagataï . Üüniïg biqwäl:

F (x, y, p, q) =
( m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj − p
)

+
( m∑

i=1

m∑

j=1

bijxiyj − q
)

= 0.

Änä n´ zöwxön daraax nöxcöld bieläx n´ ilärxiï µm.
m∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj = p,

m∑
i=1

m∑
j=1

bijxiyj = q.

(x, y, p, q) n´ mön bolomjit cäg baïsan gäwäl nöxcliïg daxin a²iglawal:




p =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj ≥
n∑

j=1
aijyj , i = 1, 2, . . . , m,

q =
m∑

i=1

n∑
j=1

bijxiyj ≥
m∑

i=1
bijxi, i = 1, 2, . . . , n.

Däärx nöxcöl n´ (x, y) cäg n´ Nä²iïn täncwär baïx zaïl²güï ba xüräl-
cäätäï nöxcöl gädgiïg (2.29)-(2.30) nöxclöör ömnö n´ xaruulsan bilää.
Iïmd (x, y) n´ Nä²iïn täncwär bolj teoremyn xürälcäätäï bolon teorem
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bürän batlagdaw.

Sanamj 1.
p = f1(x, y) = p∗ = f1(x∗, y∗)
q = f2(x, y) = q∗ = f2(x∗, y∗)

nöxclüüd zaïl²güï bielägdäx albagüï µm.
(x, y) ba (x∗, y∗) n´ ¶lgaataï Nä²iïn täncwärüüd baïj bolox ba tädgäär
däär bodogdson xojlyn utguud q täncäx albagüï µm. Ööröör xälbäl,
f1(x∗, y∗) 6= f1(x, y), f2(x∗, y∗) 6= f2(x, y) nöxcöl bielägdäj bolno.

Sanamj 2. (2.26) bodlogo n´ kwadratlag programmqlalyn bodlogo
bögööd üüniïg bodoxyn tul Kun-Takkeryn onowqtoï nöxcliïg a²iglaj
bodno. Nögöö talaas "Matlab" programd ögögdlöö oruulj bodoj bolno.

Ji²ää 2.16. Daraax togloomyn Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.

A =



−1 0 0

2 1 0
0 1 1


, B =




1 2 2
1 −1 0
0 1 2




Cäwär strategitäï üeiïn Nä²iïn täncwär n´(
x1 = (0, 1, 0), y1 = (1, 0, 0)

)
ba

(
x2 = (0, 0, 1), y2 = (0, 0, 1)

)
gädgiïg

x¶lbarxan xarj bolno. Xojlyn utguud n´

f1(x1, y1) = 2, f2(x1, y1) = 1,
f1(x2, y2) = 1, f2(x2, y2) = 2.

Xolimog strategitäï Nä²iïn täncwäriïg oloxyn tuld (2.26) bodlogyg
zoxioj "Matlab" program a²iglaj bod³ë. Üüniï tuld zorilgyn funkc
ba zaaglal tus büriïg biq´e.

F (x, y, p, q) =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj +
m∑

i=1

n∑

j=1

bijxiyj − p− q =

=
m∑

i=1

n∑

j=1

(aij +bij)xiyj−p−q = 2x1y2 +2x1y3 +3x2y1 +2x3y2 +3x3y3−p−q.

n∑
j=1

aijyj ≤ p, i = 1, 2, . . . , m ⇒



−y1 ≤ p
2y1 + y2 ≤ p
y2 + y3 ≤ p

m∑
i=1

bijxi ≤ q, j = 1, 2, . . . , n ⇒




x1 + x2 ≤ q
2x1 − x2 + x3 ≤ q
2x1 + 2x3 ≤ q
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Iïmd däärx bodlogo n´ daraax kwadratlag programqlalyn bodlogo ruu
²iljinä.
2x1y2 + 2x1y3 + 3x2y1 + 2x3y2 + 3x3y3 − p− q → max



−y1 ≤ p
2y1 + y2 ≤ p
y2 + y3 ≤ p
x1 + x2 ≤ q
2x1 − x2 + x3 ≤ q
2x1 + 2x3 ≤ q
x1 + x2 + x3 = 1
y1 + y2 + y3 = 1
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0

Änä bodlogyg "Matlab" programaar bodoj ²iïdiïg olbol:
p =

2
3
(≈ 0.66), q =

2
3
(≈ 0.66), x1 = 0, x2 =

2
3
(≈ 0.66), x3 =

1
3
(≈ 0.33),

y1 =
1
3
(≈ 0.33), y2 = 0, y3 =

2
3
(≈ 0.66)

Xolimog strategitäï Nä²iïn täncwär n´
(x, y) =

((
0,

2
3
,
1
3

)
,
(1

3
, 0,

2
3

))
bolox ba f1(x, y) =

2
3
, f2(x, y) =

2
3
.

Ji²ää 2.17.

A =




1 2 −3 4 −5
−2 1 5 6 7

3 −2 1 5 4
2 3 −2 9 1


, B =




2 1 4 −3 2
5 2 −3 0 −3

−5 4 2 −2 1
−6 5 7 −6 −5




togloomyn Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.
(2.26) bodlogyn nöxcliïg däärx bodlogyn xuw´d biqwäl:
3x1y1 +3x1y2 +x1y3 +x1y4−3x1y5 +3x2y1 +3x2y2 +2x2y3 +6x2y4 +4x2y5−
2x3y1+2x3y2+3x3y3+3x3y4+5x3y5−4x4y1+8x4y2+5x4y3+3x4y4−4x4y5−
p− q → max,



y1 + 2y2 − 3y3 + 4y4 − 5y5 ≤ p
−2y1 + y2 + 5y3 + 6y4 + 7y5 ≤ p
3y1 − 2y2 + y3 + 5y4 + 4y5 ≤ p
2y1 + 3y2 − 2y3 + 9y4 + y5 ≤ p
2x1 + 5x2 − 5x3 − 6x4 ≤ q
x1 + 2x2 + 4x3 + 5x4 ≤ q
4x1 − 3x2 + 2x3 + 7x4 ≤ q
−3x1 − 2x3 − 6x4 ≤ q
2x1 − 3x2 + x3 − 5x4 ≤ q
y1 + y2 + y3 + y4 + y5 = 1
x1 + x2 + x3 + x4 = 1
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0, y4 ≥ 0, y5 ≥ 0
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0

Änä bodlogyg "Matlab" programaar bodoj ²iïdiïg olbol:
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x1 = 0.5, x2 = 0.35, x3 = 0, x4 = 0.1429, y1 = 0.4143, y2 = 0.2714, y3 = 0.343,
y4 = 0, y5 = 0, f1(x, y) = 1.0143, f2(x, y) = 1.9286.

2.6 Oligopol´ zax zääliïn matematik zagwar
Oligopol´ zax zääl ba Nä²iïn täncwär.
Cöön toony püüstäï zax zääliïg oligopol´ gäj närlänä. Nägän törliïn
bütäägdäxüün üïldwärläj buï 2 püüs awq üz´e. Püüs tus büriïn üïldwär-
läliïn xämjää xargalzan y1 ba y2 bolog.
Tägwäl änä bütäägdäxüüniï zax zääliïn too xämjää y = y1 + y2 baïna.
Änä garcand xargalzax zax zääliïn ünä n´ änä garcnaas xamaarq todorx-
oïlogdono. Ööröör xälbäl, oligopol´ zax zääliïn ünä n´ too xämjäänääs
xamaarsan funkc baïna.

p = p(y) = p(y1 + y2) (2.31)

Nögöö talaas zax zääliïn ünä n´ ärältiïn urwuu funkc µm.
π1, π2 n´ püüsüüdiïn a²ig ba c1, c2 n´ tädgääriïn zardal bolog.
c1 = c1(y1), c2 = c2(y2), p = p(y) funkcüüdiïg differencialqlagddag
gäj üznä.
Püüsüüdiïn strategüüd n´ bütäägdäxüüniïg üïldwärläx too xämjää y1 ba
y2 bolno. Püüsüüdiïn xojlyn utguudyg tädgääriïn a²giïn funkcüüdäär
ilärxiïlbäl oligopol´ zax zääl däär 2 toglogqtoï täg bi² niïlbärtäï
togloom üüsnä.
Püüs tus büriïg a²gaa xamgiïn ix baïlgax bodlogyg tom³ëolbol:



π1(y1, y2) = p(y1 + y2)y1 − c1(y1) → max
y1

π2(y1, y2) = p(y1 + y2)y2 − c1(y1) → max
y2

Xäräw (y∗1, y
∗
2) garcyn xuw´d

π1(y∗1, y
∗
2) = max

y1

π1(y1, y
∗
2)

π2(y∗1, y
∗
2) = max

y2

π1(y∗1, y2)
(2.32)

nöxcöl bielägdäj baïwal (y∗1, y
∗
2) n´ oligopol´ zax zääl däärx Nä²iïn

täncwär bolno.
Nä²iïn täncwär baïx zaïl²güï nöxcliïg däärx bodloguudyn xuw´d biqwäl:

∂π1(y1, y2)
∂y1

= p(y1 + y2) + p′(y1 + y2)y1 − c′1(y1) = 0 (2.33)

∂π2(y1, y2)
∂y2

= p(y1 + y2) + p′(y1 + y2)y2 − c′2(y2) = 0 (2.34)

Xäräw π1(y) funkc y1-äär, π2(y) n´ y2-äär tus tus xotgor bol (2.33)-(2.34)
nöxcöl n´ Nä²iïn täncwäriïn xürälcäätäï nöxcöl bolno.
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πi(y), i = 1, 2 funkcüüdiïn xotgor baïx nöxcöliïg biqwäl:

∂2πi

∂y2
i

= 2p′(y) + p′′(y)yi − c′′i (yi) ≤ 0, i = 1, 2, ∀yi ∈ R+.

(2.33) ba (2.34) täg²itgälääs y1 ba y2-g olson gäj üz´e.
{

y1 = f1(y2)
y2 = f2(y1)

f1(y2), f2(y1) funkcüüdiïg 1 ba 2-r püüsüüdiïn xariu üïldliïn funkcüüd
gäj närlänä.
Tägwäl Nä²iïn täncwär n´ xariu üïldliïn funkcüüdiïn grafikuudyn
ogtlolcol däär or²ix n´ ilärxiï.

y2

y1 = f1(y2)
y2 = f2(y1)

y10

1

2

Ji²ää 2.18. Ärältiïn urwuu funkc p = a− by = a− b(y1 + y2) ögögdsön
ba axiu zardluud c1, c2 togtmol bol Nä²iïn täncwäriïg ol³ë.
Püüsüüdiïn a²giïn funkciïg todorxoïl³ë.

π1 = [a− b(y1 + y2)]y1 − c1y1 = a− by2
1 − by1y2 − c1y1,

π2 = [a− b(y1 + y2)]y2 − c2y2 = a− by1y2 − by2
2 − c2y2.

Nä²iïn täncwäriïg oloxyn tuld äxlääd ∂πi

∂yi
-g olno.





∂π1

∂y1
= a− 2by1 − by2 − c1

∂π2

∂y2
= a− by1 − 2by2 − c2

Odoo daraax sistemiïg bodno.
{

a− 2by1 − by2 = c1

a− by1 − 2by2 = c2
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Ändääs y∗1 =
a− 2c1 + c2

3b
, y∗2 =

a− 2c2 + c1

3b
Iïmd Nä²iïn täncwär n´ (y∗1, y

∗
2) bolno.

Olon püüstäï Kurno-Nä²iïn täncwär
Oligopol´ zax zääld n püüs orolcdog gäj üz´e. yi n´ i-r püüsiïn garc,
ci(yi) n´ i-r püüsiïn zardal y =

n∑
i=1

yi, i = 1, 2, . . . , n.

Püüs tus büriïn a²ig πi(y) = p(y)yi − ci(yi), i = 1, 2, . . . , n
Püüsüüdiïn a²ig xamgiïn ix baïx nöxcliïg biqwäl:
p(y) + p′(y)yi = c′i(yi), i = 1, 2, . . . , n.

p(y)
[
1 +

dp

dy
· yi

p

]
= c′i(yi), i = 1, n (2.35)

si =
yi

y
n´ i-r püüsiïn niït zax zääld äzläx xuw´,

ε =
y′p
y

-n´ garcyn ünääs xamaarsan mädrämj äswäl zax zääliïn ärältiïn

mädrämj,
dp

dy
· yi

p
n´ üniïn yi-ääs xamaarsan mädrämj.

p(y)
[
1 +

dp

dy
· yi

p

]
= p(y)

[
1 +

(yi

y

)
· 1
(dy

dp
· p

y

)
]

= p(y)
[
1 +

si

ε

]
, i = 1, 2, . . . , n

Xäräw si = 1 bol yi = y bolj zax zääl monopol´ ²injtäï bolno. Iïmd

p(y)
[
1 +

1
ε

]
= c′i(y)

nöxcöl n´ zax zääl monopol´ baïx nöxcöl µm.
si → 0 bol Kurno-Nä²iïn täncwär (2.35) n´ tögs örsöldöönt täncwär rüü
²iljinä gädgiïg xaruul³¶. Üüniï tuld ci = c, i = 1, n gäj üz´e. si =

1
nbolog.

(2.35) täg²itgälüüdiïn baruun züün talyg nämbäl:
n∑

i=1
[p(y) + p′(y)yi] =

n∑
i=1

c′i(yi) =
n∑

i=1
(ciyi)′

Ändääs np(y) + p′(y)
n∑

i=1
yi =

n∑
i=1

c buµu np(y) + p′(y)y = nc bolno.

p(y)
[
1 +

p′(y)y
np(y)

]
= c ⇒ p(y)

[
1 +

1
nε

]
= c

lim
n→∞ p(y)

[
1 +

1
nε

]
= c bolox ba p(y) = c bolj tögs örsöldöönt zax zääliïn

täncwär üüsäj baïna. Änä n´ tögs örsöldöönt zax zääl däx püüsiïn a²ig
xamgiïn ix baïx nöxcöl µm.
Ööröör xälbäl, π(y) = py − cy → max

y
bodlogyn zaïl²güï nöxcöl n´

π′(y) = p− c = 0 µm.
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2.7 Püüsiïn dinamik zagwar ba togtworjilt
Püüsüüdiïn garc n´ xugacaanaas xamaarsan funkc bolog. Xugacaany 0
äg²ind püüsüüdiïn garc (y0

1, y
0
2) baïsan bolog.

Xugacaany 1-r äg²ind 1-r püüs n´ 2-r püüsiïg y0
2 üïldwärlälää ürgälj-

lüülän ¶wuulsan gäj üzääd a²gaa maksimum baïlgax zorilt tawina.
Ööröör xälbäl, daraax bodlogyg bodno.

π1(y1, y
0
2) → max

y1

Änä bodlogyn ²iïd y0
2-ääs xamaar oldono.

y1
1 = f1(y0

2)

Odoo 2-r püüs 1-r püüsiïn garcyg y1
1 gäj üzääd ööriïnxöö a²gaa maksimum

baïlgana.
π2(y1

1, y2) → max
y2

Bodlogyn ²iïd n´ y1
2 = f2(y1

1)
Daraagiïn äg²ind, 1-r püüs a²gaa maksimumqilna.

π1(y1y
1
2) → max

y1

.

Bodlogyn ²iïd y2
1 = f3(y1

2).
Odoo 2-r püüs a²gaa maksimumqilna. π(y2

1, y2) → max
y2

,

²iïd n´ y2
2 = f4(y2

1).
Tägwäl i-r püüsiïn t xugacaan dax garcyg olbol yt

i = ft(yt−1
j ).

Garcuudyn daraalal (yt
i , y

t−1
j ) üüsnä.

Xäräw t →∞ üed (yt
i , y

t−1
j ) → (y∗1, y

∗
2) baïwal (yt

i , y
t−1
j ) daraalal n´ togtwor-

toï tölöw baïdal ruu ²iljij baïgaa bögööd (y∗1, y
∗
2) n´ Nä²iïn täncwär

boldog.
Odoo püüsüüd n´ öörsdiïn garcyg a²ig ösgöx qigläld taaruulj üïld-
wärlädäg gäj üz´e. 




dy1

dt
= α1 · ∂π1(y1, y2)

∂y1
dy2

dt
= α2 · ∂π2(y1, y2)

∂y2

(2.36)

üünd α1 ba α2 n´ äeräg parametrüüd.
Änä sistem togtwortoï baïx xürälcäätäï nöxcöl n´

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2π1

∂y2
1

∂2π1

∂y1y2

∂2π2

∂y1∂2

∂2π2

∂y2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0 (2.37)
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Odoo 1-r püüsiïn a²ig π1 n´ a parameträäs xamaarsan gäj üz´e.

π1 = π1(y1, y2, a).

Kurno-Nä²iïn täncwäriïn nöxcliïg biqwäl:




∂π1(y1(a), y2(a), a)
∂y1

= 0

∂π2(y1(a), y2(a))
∂y2

= 0

Ändääs 



d

da

(∂π1

∂y1

)
= 0

d

da

(∂π2

∂y2

)
= 0

tul üüniïg zadalj biqwäl




∂2π1

∂y2
1

∂y1

∂a
+

∂2π1

∂y1∂y2

∂y2

∂a
+

∂2π1

∂y1∂a
= 0

∂2π2

∂y1∂y2

∂y1

∂a
+

∂2π2

∂y2
2

∂y2

∂a
= 0

(∂y1

∂a

)
-g olbol

∂y1

∂a
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− ∂2π1

∂y1∂a

∂2π1

∂y1∂y2

0
∂2π2

∂y2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2π1

∂y2
1

∂2π1

∂y1∂y2

∂2π2

∂y1∂y2

∂2π2

∂y2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Nögöö talaas (2.37) bielägdäx ba

−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− ∂2π1

∂y1∂a

∂2π1

∂y1∂y2

0
∂2π2

∂y2
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∂2π1

∂y1∂a
· ∂2π2

∂y2
2

2-r püüsiïn a²ig ix baïx nöxcöl

∂2π2

∂y2
2

< 0
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tul ∂y1

∂a
-iïn tämdäg n´ ∂2π1

∂y1∂a
-iïn tämdägäär todorxoïlogdono.

Ööröör xälbäl,
sign

∂y1

∂a
= sign

∂2π1

∂y1∂a

Ji²äälbäl, a n´ 1-r püüsiïn axiu zardal bolog. Tägwäl

π1(y1, y2, a) = p(y1 + y2)y1 − ay1

bolox ba ∂2π1

∂y1∂a
= −1 < 0 baïna.

Ändääs xäräw 1-r püüsiïn axiu zardlyg ixäsgäwäl ∂y1

∂a
< 0 bolj Kurno-

Nä²iïn täncwäriïn garcyg buuruulj baïna. Ööröör xälbäl, Nä²iïn
täncwär (y1(a), y2(a))-yn xuw´d y1 n´ a-g ösöxöd buurq baïna.

2.8 Zöw²ilcöl
Oligopol´ zax zääl däär 2 püüs zöw²ilcöj xamtarq a²gaa maksimumqilna.
Zöw²ilcliïn ür dünd garsan garcyg kartel gäj närlänä. Änä zax zääl
däär 2 püüs niïlbär a²gaa maksimumqilna gäsän üg µm. Püüsüüdiïn
a²giïn funkc n´ daraax xälbärtäï.

π1(y1, y2) = p(y1 + y2)y1 − c1(y1)

π2(y1, y2) = p(y1 + y2)y2 − c2(y2)

Niïlbär a²giïn funkc n´

π = p(y1 + y2)(y1 + y2)− c1(y1)− c2(y2)

Niïlbär a²giïg maksimum baïlgax bodlogo n´

π = p(y1 + y2)(y1 + y2)− c1(y1)− c2(y2) → max
(y1,y2)

(2.38)

(2.38) bodlogyn onowqtoï baïx zaïl²güï nöxcliïg biqwäl:




∂π

∂y1
= 0

∂π

∂y2
= 0

{
p(y1 + y2) + p′(y1 + y2)(y1 + y2)− c′1(y1) = 0
p(y1 + y2) + p′(y1 + y2)(y1 + y2)− c′2(y2) = 0

∂π1

∂y1
-iïg bodwol:

∂π1

∂y1
= p′(y1 + y2)y1 + p(y1 + y2)− c′1(y1) = p′(y1 + y2)y1 + p(y1 + y2)−
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−p(y1 + y2)− p′(y1 + y2)y1 − p′(y1 + y2)y2 = −p′(y1 + y2)y2

Nögöö talaas ärältiïn urwuu funkc p(y)-yn xuw´d ürgälj p′(y) < 0 (uqir
n´ p(y) n´ y-ääs xamaarsan buurdag güdgär funkc baïdag) bielägddäg tul

∂π1

∂y1
= −p′(y1 + y2)y2 > 0

Iïmd kartel däär 1-r püüs bütäägdäxüüniï too xämjäägää ixäsgäwäl tüüniï
a²ig ixsäj baïna.
Odoo zöw²ilcliïn ür dünd biï bolson garc buµu kartel däär bodson
niïlbär a²ig n´ Nä²iïn täncwär däärx a²güüdiïn niïlbärääs ix baïna
gädgiïg xaruul³¶. (y1, y2) n´ kartel ²iïd bolog.

π(y1, y2) = max
(y1,y2)

π(y1, y2) = max
(y1,y2)

[
p(y1 + y2)(y1 + y2)− c1(y1)− c2(y2)

]
=

p(y1 + y2)(y1 + y2)− c1(y1)− c2(y2).

(y∗1, y
∗
2) n´ Nä²iïn täncwär bolog. Ööröör xälbäl,





π1(y∗1, y
∗
2) = max

y1

π1(y1, y
∗
2)

π2(y∗1, y
∗
2) = max

y2

π2(y∗1, y2)

Kartelyn todorxoïlolt ësoor

π(y1, y2) ≥ π(y1, y2), ∀(y1, y2) ∈ R+
2 .

Tuxaïn toxioldold änä täncätgäl bi² (y∗1, y
∗
2) däär bas xüqintäï. Iïmd

π(y1, y2) = p(y1 + y2)(y1 + y2)− c1(y1)− c2(y2) ≥ p(y∗1 + y∗2)(y
∗
1 + y∗2)−

−c1(y∗1)− c2(y∗2) =
[
p(y∗1 + y∗2)y

∗
1 − c1(y∗1)] + [p(y∗1 + y∗2)y

∗
2 − c2(y∗2)

]
=

π1(y∗1, y
∗
2) + π2(y∗1, y

∗
2).

Ändääs π1(y1, y2) + π2(y1, y2) ≥ π1(y∗1, y
∗
2) + π2(y∗1, y

∗
2) bolox n´ xaragdaj

baïna.

Ji²ää 2.19. Ärältiïn urwuu funkc p(y) = a − b(y1 + y2) ögögdsön
bol karteliïg ol³ë. c1 = c2 = 0 gäj üz´e.
π(y1, y2) = [a− b(y1 + y2)](y1 + y2) = a(y1 + y2)− b(y1 + y2)2 → max
Maksimum baïx nöxcliïg biqwäl π′(y) = a− 2by = 0
Ändääs y1 + y2 =

a

2b
nöxcöl n´ kartel ²iïdiïg todorxoïlno. π1(y1, y2),

π2(y1, y2) funkcüüdiïn tüw²niï ²ugamyg zurj grafikaar üzüül´e.

π1(y1, y2) = [a− b(y1 + y2)]y1 = −by2
1 − by1y2 + ay1 = const

π2(y1, y2) = [a− b(y1 + y2)]y2 = −by2
2 − by1y2 + ay2 = const
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y2

y1

a

2b

y2 = const

a

2b

y∗2

0 y∗1

Xäräw y2 togtmol bol 1-r püüs garcaa nämägdüüläx zamaar a²gaa ix
baïlgaj qadaj baïna.

Tägwäl kartelääs zaïlsxiïwäl bie bienää ¶aj ²iïtgäx wä? Xäräw al´
näg püüs n´ nögöödöxiïn kartelääs zaïlsxiïsniïg mädsän üed ööriïn gar-
cyg ¶aj ixäsgäx bä? 2-r püüs ¶mar xariu üïlqilgää torguul´ noogduulax
bä? zäräg asuultuud tawigdana. Xäräw 2-r püüs garcaa dy2-äär ixäsgäwäl
1-r püüs garcaa dy1 =

(y1

y2

)
dy2 xämjäägäär ixäsgänä gäj mädägdsän gäj

üz´e. (y∗1, y
∗
2) n´ kartel ²iïd bolog.

dπ2 =
∂π2

∂y1
dy1 +

∂π2

∂y2
dy2 = p′(y1 + y2)y2dy1 + [p′(y1 + y2)y2 + p(y1 + y2)−

−c′2(y2)]dy2 = p(y1 + y2)dy2 + p′(y1 + y2)(dy1 + dy2)y2 − c′2(y2)dy2.

Üüniïg kartel ²iïd däär bodwol:

dπ2 = p(y∗1 + y∗2)dy2 + p′(y∗1 + y∗2)
[
dy2 +

y∗1
y∗2

dy2

]
y∗2 − c′2(y

∗
2)dy2 =

=
[
p(y∗1 + y∗2) + p′(y∗1 + y∗2)(y

∗
1 + y∗2)− c′2(y

∗
2)]dy2 =

∂π(y∗1, y
∗
2)

∂y2
dy2.

Nögöö talaar, kartel däär ∂π(y∗1, y
∗
2)

∂y2
= 0 tul dπ2 = 0 buµu π2 = const

bolno. Iïmd iïm argaar 1-r püüs garcaa nämägdüülbäl 2-r püüsiïn a²ig
ösöxgüï bögööd togtmol bolno. Zöw²ilcliïn ür dün buµu xamtyn ²iïd-
wär n´ kartel µm. Kartel ²iïdäld xüräx n´ ²orongiïn xorigdlyn bod-
logyn ²iïdältäï ijilxän baïna. Xäräw al´ näg n´ kartelääs xazaïwal
üüniï xariud ²iïtgäl bolgoj nögöödöx n´ Kurno-Nä²iïn täncwäriïg
songono. Karteliïg songoxdoo daraax strategiïg barimtalna. Xäräw
tany örsöldögq püüs tand itgäj, tanyg xuuraxgüï bol kartel ²iïdiïg
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songox n´ quxal. Xäräw tanyg xuurwal Kurno-Nä²iïn täncwäriïg songox
n´ quxal.

2.9 Üniïn manlaïlagq
Oligopol´ zax zääl däär näg püüs n´ üniïg türüülj togtooj manlaï-
lagqiïn üüräg güïcätgäj, nögöö püüs n´ dagaldagqiïn üüräg güïcätgäj
bolno. Manalaïlagq püüs ²iïdwär gargaxyn tuld dagaldagqiïn tölöw
baïdlyg taamaglasan baïx ²aardlagataï.
Xoër püüs n´ ijil bütäägdäxüün üïldwärläj baïna gäj üz´e. Xäräw al´
näg püüs n´ ¶lgaataï ünä togtoowol büx xäräglägq nar baga ünätäïg ilüüd
üzäx tul 2 toglogqiïn xuw´d täncwär üüsgäxgüï bolno. Manlaïlagq 1-
r püüs p gäsän ünä togtooson üed dagaldagq 2-r püüs a²gaa maksimum
baïlgaxyg zor´j daraax bodlogyg bodno.

py2 − c2(y2) → max
y2

üünd c2(y2) n´ 2-r püüsiïn zardlyn funkc, MC2 n´ axiu zardal. Maksi-
mum baïx nöxcliïg biqwäl:

p− c′2(y2) = 0

buµu
p = MC2(y2) = c′2(y2)

bolno. Änä täg²itgälääs 2-r püüsiïn niïlüülältiïn funkciïg olbol:

y2 = S = MC−1
2 (p) buµu S = S(p)

Üüniïg taïlbarlawal: Manlaïlagq p gäsän ünä togtooson üed dagaldagq
püüs S(p) gäsän niïlüülält xiïnä gäsän üg µm. Zax zääliïn ärältiïn
funkciïg D(p) gäwäl, manlaïlagq R(p) = D(p) − S(p) gäsän too xämjääg
borluulna gäsän üg µm. R(p)-g ilüüdäl ärältiïn funkc gänä. Xäräw man-
laïlagqiïn axiu zardal n´ togtmol c bol tüüniï a²ig n´

π1(p) = (p− c)[D(p)− S(p)] = (p− c)R(p)

Ji²äälbäl, D(p) = a− bp n´ zax zääliïn ärältiïn funkc.
Manlaïlagqiïn zardlyn funkc c1(y1) = cy1, dagaldagqiïn zardlyn funkc

c2(y2) =
y2
2

2
bolog.

Dagaldagqiïn a²giïn maksimumyn bodlogo n´:

py2 − c2(y2) = py2 − y2
2

2
→ max

y2

Onowqtoï baïx nöxcöl n´
p− y2 = 0
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Ändääs dagaldagqiïn niïlüülältiïn funkc n´

y2 = S(p) = p

Manlaïlagqiïn ilüüdäl ärältiïn funkciïg biqwäl:

R(p) = D(p)− S(p) = a− bp− p = a− (b + 1)p.

R(p) n´ manlaïlagq püüsiïn borluulax too xämjää bolno.
y1 = R(p) = a− (b + 1)p. Ändääs p-g olbol

p =
a

b + 1
− y1

b + 1

Änä n´ manlaïlagqiïn ärältiïn urwuu funkc µm. Manlaïlagqiïn orlo-
gyg tooc³ë.

R̃ = py1 =
a

b + 1
y1 − y2

1

b + 1

Axiu orlogyn funkc n´ R̃′ n´

MR̃ = R̃′ =
a

b + 1
− 2y1

b + 1

Manlaïlagqiïn a²giïg toocwol

π1(y1) = R̃(y1)− cy1 → max

Ändääs maksimum baïx nöxcöl n´

MR̃(y1)− c = 0 buµu MR̃ = MC.

Üüniïg zadalj biqwäl:

a

b + 1
− 2

b + 1
y1 = c

Maksimum baïlgax too xämjää y∗1-g olbol:

y∗1 =
a− c(b + 1)

2
.

Täncwäriïn üniïg olj bolno.

p∗ =
a

b + 1
− y∗1

b + 1
.

Ööröör xälbäl, manlaïlagq türüülj p∗ ünä togtoowol tüüniï a²ig xam-
giïn ix baïna.
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p

p∗

0 y∗1 y∗T y

MR̃

y1 = R(p)

A MC

s(p)D(p)

Üünd:
D(p)-zax zääliïn ärält,
S(p)-dagaldagqiïn niïlüülält,
R(p)-ilüüdäl ärält,
MR̃-axiu orlogo,
MC-n´ manlaïlagqiïn axiu zardal,
y∗1-manlaïlagqiïn onowqtoï too xämjää,
y∗T -zax zääliïn niït too xämjää,
A(y∗T , p∗)-zax zääliïn täncwäriïn cäg.

2.10 Too xämjääniï manlaïlagq
Oligopol´ zax zääl däär näg püüs n´ nögöödöxöös türüülj songolt xiïdäg.
Iïm püüsüüdiïn xarilcan üïlqläliïg Stakelbergiïn zagwaraar sudaldag.
2 püüsiïn üïldwärläliïn too xämjää n´ xargalzan y1 ba y2 bolog. Zax
zääliïn niït üïldwärläl y = y1 + y2 ba ärältiïn urwuu funkc n´ p(y)
gäj üz´e. Manlaïlagq 1-r püüs n´ türüülj y1-g üïldwärläsän bolog. Da-
galdagq 2-r püüs ööriïnxöö a²giïg maksimum baïlgax y2-yn songolt xiïx
ëstoï. Änä bodlogyg tom³ëolbol

p(y1 + y2)y2 − c2(y2) → max
y2

Maksimum baïx zaïl²güï nöxcöl n´

p(y1 + y2) + p′(y1 + y2)y2 = c′2(y2) = MC2,

üünd c2(y2) n´ 2-r püüsiïn zardlyn funkc, MC2 n´ axiu zardlyn funkc.
Änä täg²itgälääs 2-r püüsiïn xariu üïldliïn funkc bolox

y2 = f2(y1)

93



todorxoïlno. Odoo manlaïlagq püüs ööriïnxöö a²giïg xariu üïldliïn
funkciïn zaaglal däär maksimumqilna.
Ööröör xälbäl, {

p(y1 + y2)y1 − c1(y1) → max
y1

y2 = f2(y1)

2-r täg²itgäliïg zorilgyn funkcäd orluulbal

p(y1 + f2(y1))y1 − c1(y1) → max
y1

.

Änä bodlogyn ²iïd y∗1-yn tuslamjtaïgaar zax zääliïn niït ärält y∗1 +
f2(y∗1) ba Stakelbergiïn täncwär (y∗1, y

∗
2)-g todorxoïlno.

Ji²ää 2.20. p(y1 + y2) = a − b(y1 + y2), c1 = 0, c2 = 0 bol
Stakelbergiïn täncwäriïg ol³ë.
Dagaldagq 2-r püüsiïn a²giïn funkc π2(y2):

π2(y1, y2) = [a− b(y1 + y2)]y2 = ay2 − by1y2 − by2
2.

tüw²niï ²ugamyg baïguulbal

ay2 − by2y1 − by2
2 = const

y2

y1

y2 = f2(y1)

π2 = const

y10

Ändääs xaraxad 1-r püüsiïn garc buurax tusam 2-r püüsiïn a²ig ixäsäj
baïna. 2-r püüsiïn xariu üïldliïn funkciïg olbol:

∂π2

∂y2
= a− by1 − 2by2 = 0.
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Ändääs y2 = f2(y1) =
a− by1

2b
Odoo manlaïlagqiïn a²giïn maksimumyn bodlogyg bodwol:

{
π(y1, y2) = [a− b(y1 + y2)]y1 → max,

y2 =
a− by1

2b

π1(y1, y2) = ay1−by2
1−by2y1 = ay1−by2

1−by1 · a− by1

2b
= a−by2

1+
b2y2

1 − aby1

2b
.

π1 funkciïn y1-äär awsan tuxaïn ulamjlalyg olj tägtäï täncüülnä.

∂π1

∂y1
= a− 2by1 +

2b2y1 − ab

2b
=

a

2
− by1 = 0

Ändääs y∗1 =
a

2b
, y∗2 =

a− by∗1
2b

=
a

4b
.

Stakelbergiïn täncwär n´ (y∗1, y
∗
2) =

( a

2b
,

a

4b

)
bolno.

Zax zääliïn niït too xämjää:

y∗ = y∗1 + y∗2 =
3a

4b
.

y2

y1

B

A

0

y2 = f2(y1)
y1 = f1(y2)

Üünd:
f1-n´ 1-r püüsiïn xariu üïldliïn funkc,
f2- n´ 2-r püüsiïn xariu üïldliïn funkc,
A-cägt Nä²iïn täncwär xargalzana.
B-cäg n´ Stakelbergiïn täncwär bolno.
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3 Togloomyn onolyn ädiïn zasgiïn ji²äänüüd
Ji²ää 3.1. (Tamxi surtalqildag telewiz)

1964 onoos ömnö ANU-d ixänx tamxi üïldärlägq kompaniud bütäägdä-
xüünää telewizäär surtalqildag baïsan bögööd surtalqilgaanuud n´ ma²
olon törliïnx baïsan.1964 ond ämq nar tamxi tatax n´ ärüül mändäd
xortoï gädgiïg togtooson. Üüniï äsräg tamxiny kompaniud zarga üüsgän
durgüïclää ilärxiïlsän ba tör zasgaas tädniï üïldwärläld xorig taw´san
baïna. Änä n´ sunjirsaar 1970 ond ANU-n zasgiïn gazartaï gärää baïgu-
uljää. Änä gärää n´ telewizäär tamxi surtalqilaxad xorig taw´san ba
1971-01-01 ödröös mördögdöj äxälsän baïna. Üüniï nölöögöör kompaniud
bütäägdäxüünää xäräglägqidäd xürgäx öör öör strategi songox boljää.
Änä üed ANU-n 4-n tom tamxi üïldwärlägqiïn 2 n´ xoorondoo xamtrax-
aar bolson. Xamtarsan kompaniudyg kompani1, kompani2 gäj närlääd
tädniï xamtarsan strategi zax zääld xärxän nölöölöxiïg üz´e. Kompani
tus büriïn strategi n´ zar surtalqilgaa gargana äswäl gargaxgüï. Ma-
triciïn nüdnüüdäd kompaniudyn a²gyn xämjääg dur´dsan. 2 püüsiïn
täg bi² niïlbärtäï togloomyn ür düng door xaruullaa.

Êîìïàíè 2

Êîìïàíè1 Ñóðòàë÷èëàõã¿é Ñóðòàë÷èëíà

Ñóðòàë÷èëàõã¿é (50,50) (20,60)

Ñóðòàë÷èëíà (60,20) (27,27)*

Zurag 3.1.
Änd xoëul surtalqilsanaar orlogo 23 m¶ngan dollaraar buurax ba kom-
pani bür ööriïn dawuu strategiïg barimtlax uqir täncwär (27, 27)∗ cäg
där togtono. Xarin Zasgiïn gazraas xorig taw´sanaar ²iïd öörqlögdönö.
Bodit baïdal däär xorig taw´snaar 1970 ond ädgäär dörwön tom kom-
paniïn surtalqilgaany zardal 315 m¶ngan am dollar baïsnaa 1971 ond
252000 am dollar bolj buurq a²ig 91000 am dollaraar nämägdsän.
Ji²ää 3.2.( Xoër ätgäädiïn togloom)
Änä ji²äänd bid xoër ätgäädiïn togloomyn talaar awq üznä. Üünd büx
toglogqid ärsdäliïg oï²oodoggüï gäe. Zax zääl däär xudaldagq ba xudal-
dan awagq baïx bögööd xudaldan awagq bür näg nägj bütäägdäxüüniïg awax
sonirxoltoï xarin xudaldagq adilxan näg nägj bütäägdäxüün borluulax
sonirxoltoï.
Bidniï ji²ään däär N(buy) = {1, 3, 5, . . . , 2n− 1} toony xudaldan awagq
ba N(sell) = {2, 4, 6, . . . , 2n} toony xudaldagqtaï. Xudaldagq ba xudaldan
awagqdyn too ijil n baïna. Äxlääd zax zääliïn ärältiïn talyg awq üz´e:
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i-r xudaldan awagqiïn xanamjiïn funkc n´ Ui = Ui(M, p) = Mi + bi − P
bolno.
Xäräw bütäägdäxüüniïg xudaldan awbal Vi = Mi xäräw bütäägdäxüüniïg
xudaldan awaxgüï bol bi n´ i-r xudaldan awagqiïn bütäägdäxüüniï axiu
xanamj. (bi − P ) n´ xudaldan awagqiïn xudaldaanaas awq buï xojoo ba
xudaldan awagq n´ ärsdäliïg ül oï²oogq bolno. Ünä xa¶lcuulgaar n´
daraaluulbal
b1 ≥ b3 ≥ · · · ≥ b2n−1 ≥ 0

Zurag 3.2.
Zurag 3.2-d ärältiïn funkciïg todorxoïlson baïna. Üünd 3 xudaldan
awagqtaï tädgääriïn xuw´d b1 = $15, b2 = $10, b3 = $5 baïna.
Ärältiïn xuul´d zaxiragdax uqir 15$-aas dää² bol ¶marq xudaldan awagqgüï
xarin $5-aas doo² bol gurwuulaa xudaldan awna. Xarin odoo niïlüülältiïn
talaas n´ awq üz´e. Ärältiïn funkctäï töstäï bögööd j-r xudaldagqiïn
xanamjiïn funkc n´ Uj bolno. Uj(M, p) = Mj+P−aj xäräw bütäägdäxüünää
zarwal Mj , xäräw bütäägdäxüüniï zaraxgüï bol aj n´ j-r xudaldagqiïn
axiu zardlyg ilärxiïlnä. Mön (P − aj) n´ xudaldagqiïn bütäägdäxüün
borluulsnaas olj irj buï axiu zardlyg xälnä.
0 ≤ a2 ≤ a4 ≤ · · · ≤ an ≤ ∞
Zurag 3.3-t zax zääliïn niïlüülältiïn talyg dürsläw. Zax zääl däär
3 xudaldagq baïgaa bögööd a2 = $8, a2 = $12, a2 = $16 baïna. Änd
niïlüülältiïn xuul´ üïlqläx ba ünä ixsäx tusam niïlüülält ixsänä.
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Zurag 3.3.
Zurag 3.1 ba Zurag 3.2-d ärält, niïlüülält todorxoïlogdson ba ändääs
zax zääliïn xuul´ ësoor ärält niïlüülältiïn täncwär däär täncwärt ünä
togtono. Bidniï ji²ään däärääs xarxad täncwärt ünä n´ [$10, $12] änä in-
terwald or²ino. Änä interwalyn xamgiïn baga ünä n´ xudaldan awagqiïn
xojoog xamgiïn ix baïlgax ba xarin änä interwalyn xamgiïn öndör ünä
n´ xudaldagqiïn xojoog xamgiïn ix baïlgana.

Zurag 3.4.
Änä mexanizm n´ daraax baïdlaar ajilladag. Ji²ää n´ 1-r xudaldan
awagq ba 2 dugaaryn xudaldagqiïn xuw´d xäräw b1 n´ a2-oos ix (b1 ≥ a2)
baïwal xudaldaa ¶wagdag bögööd daraaqiïn xoslol ruu ²iljinä.
Xarin xäräw (b1 < a2) baïwal xudaldaa boloxgüï. Iïmd bidniï ji²ään
däär axiu xoslolyn argyg a²iglawal xudaldan awagq 1 ba xudaldagq 2-
iïn xoorond xudaldaa ¶wagdana.
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Ji²ää 3.3. (Niïgmiïn bärx²ääl)
Üïldwärlägqid bolon biznesmenüüd tädniï näg n´ äzäm²igdäägüï nööciïg
a²iglax tuxaï awq üz´e. Nööc n´ niïgmiïn, bügd a²iglaxad qölöötäï.
Üüniï ma² olon ji²ää baïdag. Ji²ää n´ metro gäx mät
Niïgmiïn bärx²ääl n´ xät olon orolcogqid (toglogqid) niïgmiïn nöö-
ciïg a²iglax üed üüsnä. Änä n´ praktikt 2 törliïn aldagdal awqirdag.
1. Nööc buurax, ²awxagdax
2. Üïldwärläliïn ür ögööj buurax
Üüniï xamgiïn xortoï xälbär n´ nööciïn xoosrol µm. Üüniï dünd
büx üïldwärlägqdiïn ür ögööj 0 bolno.
Üüniïg bid togloomyn xälbärt biq´e.
i-g niïgmiïn nööc xäräglägqdiïn indeks gäj üz´e. (kompani gäj närläe.)
xi n´ i-r kompaniïn strategi bolog. xi = 1 gäwäl tus kompani niïgmiïn
nööciïg a²igladag. x1 = 0 bol nööc a²igladaggüï.
Xäräw kompani niïgmiïn nööc a²igladdaggüï gäwäl xöröngiïnx n´ ür
ögööj n´ öör salbarynxtaï adil 10% buµu 0.1 bolno. Xärwää kompani
a²igladag bol tüüniï örgöjiltiïn ür ögööj n´ xär olon öör kompani tus
nööciïg a²iglaj baïgaagaas ²altgaalna. Täncwärt xüräxiïn tuld büx
kompaniudyn a²iglax nööc n´ niïgmiïn üïldwärläliïn xuw´taï täncüü
äsäxääs ²altgaalna. Täncwärt xüräxiïn tuld büx kompaniudyn a²iglax
nööc n´ niïgmiïn üïldwärläliïn xuw´taï täncüü gäj taamagla¶. m

toony kompani niïgmiïn nööc a²igladag gäwäl F (m)
m

n´ togloomyn ²iïd
bolno.
Xanamjiïn funkc n´ daraax baïdlaar ögögdsön gäe.
ui(x) = 0, 1 (x1 = 0) üed
ui(x) =

F (m)
m

(x1 = 1) üed
m =

∑
xi üed

ui(x) = 0, 1(1− xi) + xi
F (m)

m
m = 2 buµu 2 kompani üïl ajillagaa ¶wuulj baïgaa toxioldlyg awq üz´e.
Üïldwäriïn funkc n´ F (m) = 1, 1m − 0.1m2 tus funkc n´ ür ögööjiïn
buuraltyg iltgäj baïna. Gancxan kompani ajillaj baïna gäwäl ögööj
100%. A²iglax kompaniïn too ixsäx tusam ögööj n´ ogcom unax bolno.
Änä toxioldold 11 kompani nööciïg a²iglax üed ögööj n´ 0 bolno.
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Zurag 3.5.
Kompani niïgmiïn nööciïg a²iglaj baïxad tüüniï ögööj 100%, niïg-
miïn nööciïg a²iglaagüï toxioldold tüüniï ögööj n´ 10% baïg. Zöwxön
gancaaraa a²iglax toxioldold ögööj n´ 100%. A²iglaj buï kompani-
udyn too 10 üed daxij ²inäär kompani orj iräxgüï. m = 10 bol bügd
orox bolno. Xärwää 10 kompani orloo gäj üzäxäd ögööjüüd n´ bügd 10%
bolno. Odoo 10 dax´ kompanyg awq üz´e. Kompaniud zäräg üïl ajillagaa
¶wuuldag gäj üz´e. Kompani n´ ööriïgöö 10 dax´ n´ uu ügüï µu gädgää
mädäx bolomjgüï. Ür dün n´ ögööjiïn tüw²in 10%-aas ix üed niïgäm
ilüü ixiïg a²iglax uqir toocooloogüï aldaa garq iräx bolno. Xäräw
kompani bür nööciïg a²iglaxaa bol´son gäj üzwäl nööc n´ ünä cänägüï
bolno.

Ji²ää 3.4. (Dawtalttaï togloom)
Bidniï ödör tutmyn am´drald olon toony strategiïn xarilcan üïlqlä-
lüüd ¶wagddag. Xän nägäntäï näg ödör uulzax, nögöö xüntäïgää nägääs olon
ödör uulzax xoër ma² ix ¶lgaataï. Biznesiïn olon salbaruudad naïd-
wartaï baraa, daatgal, sanxüügiïn üïlqilgäänüüd, bolon üdä²läg gäx mät
baraa üïlqilgäänüüdiïn dawtan xudaldan awalt a²igtaï ajillaxad ma²
quxal baïdag. Änäxüü ji²äänd dawtalttaï togloomyn talaar taïlbar-
lax bolno. Togloomuud xoorondoo ijil toglogqidtoï bögööd togloomyg
nägääs olon daxin toglodog. Xuw´sax niïlbärtäï togloomuudyn xuw´d
dawtalt ²inä ür dün büxiï sonirxoltoï bolomjuudyg üüsgädäg. Zarim
togloom n´ näg udaagiïn togloomyn ür düngääs ilüü sonirxoltoï baïdag.
Dawtalttaï togloomuud n´ büx talyn örnöj buï xarilcan xamaarlu-
udyn tuxaï quxal xäsgiïg taïlbarladag. Dawtalttaï togloom n´ näg
udaagiïn togloltoos olon strategitaï baïdag tul ilüü sonirxol tatsan
bolomjuudtaï baïdag. Kurnogiïn zax zääld togloom x¶zgaarlagdsan daw-
talttaï baïdag tul aj üïldwäriïn gazruudyn a²giïn maksimumqlaxad
xangaltgüï baïdag. Gäsän xädiï q xuw´sax niïlbärtäï togloomyn tögs-
gölög dawtalt büxiï olon täncwär n´ olon ²inä xojoo büxiï bolomju-
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udyg üüsgäj baïdag. Tögsgölög dawtalttaï togloomuudyn Folk teorom
gäj baïdag. Folk teorom dawtalttaï togloomyn däd togloom büxiï tögs
täncwäriïg taïlbarladag bögööd tögsgölög dawtalt n´ xärxän ür a²igtaï
ür dünd xürq boloxyg xaruuldag. Üüniï nögöö tald tögsgölgüï dawtalt-
taï togloomyn tuxaï ¶rix boldog bögööd änä n´ zarqmyn xuw´d tögs-
gölög dawtalttaï togloomoos öör µm. Tögsgölgüï dawtagdsan togloom n´
ixänxdää korporaciïn xarilcan üïlqlältäï xolbootoï. Tögsgölgüï daw-
talttaï togloomyn xuw´d nägän adil Folk teoromyg tögsgölgüï dawtalt-
taï Kurno bolon Bertrandyn zax zääliïn däd togloomyn tögs täncwäriïg
dürsläxiïn tuld a²igladag. Aj üïldwärläld ¶wagdaj buï nägnääsää
"bälän budaa" idäx üniïn zonxilogqiïn zagwaryg üniïn manlaïlagqiïn
zagwar gädäg bögööd tädgäär täncwärüüdiïg xüräälän baïdag aj üïldwär-
jsän ädiïn zasag dax´ asuudluudyg taïlbarladag.
2 udaagiïn togloomyn strategiud bolon a²ig xonjoo
2x2 gäsän ängiïn xälbär büxiï togloomyg awq üz´e. Xoër toglogq tus bür
xoër, xoër strategitaï baïna.

L R L R

L L

R R

L R

L

R

L R L R

L L

R R

Zurag 3.6.
3.6 zuragt änäxüü nöxcöl baïdlyg xaruulsan baïna. Äxniï togloltoos
4-n ür dün garna. Tädgäär 4-n ür dün n´ xoër dax´ togloltyg udirdax
bolomjit tüüx boldog. Zurag dax´ anxny matricaas xoër dax´ matricyn
nüd tus bür n´ bolomjit tüüxiïg xaruulj baïna. Üe bürt toglogddog
togloom tus büriïg näg oroldlogot togloom gädäg. Iïmääs tuxaïn näg
dawtalttaï togloom n´ näg oroldlogot togloomuudaas bürddäg. Zuragt
buï 5-n matric tus bür n´ näg orodlogot toglomyn ji²ää µm. Änäxüü
zurag büxäldää dawtagdsan togloomyg xaruulj baïna. Ingäsnäär strate-
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gia todorxoïlj qadna (togloomyn büx l bütän tölöwlögöö). Näg orold-
logot togloomyn xoër strategiïg züün (L), baruun (R) gäe. (L) äswäl
(R) strategi n´ toglogqiïn näg däx dawtaltand µu xiïxiïg zaaj ögdög.
Üüniï daraa üüniïg udirdaj buï logikiïn bolomjit tüüx tus büriïn
xuw´d ädgäär strategi n´ xoër dax´ togloltond µu xiïxiïg zaaj ögdög.
4-n bolomjit tüüx tus bürt xoër songolt baïx bolno. Iïmääs änäxüü
²atand 32 ²irxäg bolomjit songoltuud baïx bolno.

Ñòðà
¹

round
1

After
(L,L)

After
(L,R)

After
(L,R)

After
(R,R)

1 L L L L L

2 L L L L R

3 L L L R L

4 L L L R R

5 L L R L L

6 L L R L R

7 L L R R L

8 L R R R R

9 L R L L L

10 L R L L R

11 L R L R L

12 L R L R R

13 L R R L L

14 L R R L R

15 L R R R L

16 R L R R R

17 R L L L L

18 R L L L R

19 R L L R L

20 R L L R R

21 R L R L L

22 R L R L R

23 R L R R L

24 R R R R R

25 R R L L L

26 R R L L R

27 R R L R L

28 R R L R R

29 R R R L L

30 R R R L R

31 R R R R L

32 R R R R R

Zurag 3.7.
Tädgäär strategiudyg zuragt xaruulaw. Ädgäär strategiudyn zarim n´
öör närtäï baïx n´ quxal. Strategi n´ züüniïg toglodog bögööd ¶mar
q bolomjit tüüxiïn daraax´ xoërdugaar dawtaltand züüniïg togloj
baïwal iïm strategiïg nöxcölt bus strategi gänä. Iïmääs mön 32-
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r strategi n´ äsrägäärää baruunyg songodog nöxcölt bus strategi.
Xarin 16-r strategiïg n´ ärgälttäï strategi gädäg. Änä n´ äxniï
dawtaldand züüniïg toglodog. Xarin daraa n´ ¶mar q bolomjit tüüxiïn
daraa xoër dax´ togloltond baruunyg toglodog.
17-r strategi n´ ärgälttäï strategi µm. 6-r strategi n´ dägää stra-
tegi µm. Änäxüü strategi n´ xäräw tany äsräg toglogq äxniï dawtaltand
züüniïg togloson bol ta daraagiïn togloltondoo nögöö xünää duurian
züüniïg toglodog. Xäräw tany äsräg toglogq äxniï togloltondoo baru-
unyg songoson bol ta daraagiïn togloltondoo bas l baruunyg songono.
Dägää strategiud n´ näg oroldlogot togloom dax´ tany äsräg toglogq
zöwxön näg cäwär strategiïg togloxyg xüsäj baïgaa üed a²iglagddag.
27-r strategi bol baruun dägää strategi µm. 2×2 buµu xoër udaa toglogd-
dog togloomyn ängiïn xälbäriïg doo² cuwuulan biqwäl 32×32 matricyg
biqix xärägtäï bolno.
Matricuud zöwxön daraagiïn dawtalttaïgaa xamt caa² örgöjnö.
Dawtagdsan togloomuudad analiz xiïx n´ quxal. Dawtalt n´ däd togloo-
muudyg üüsgädäg bögööd 4-n äcsiïn däd togloomtoï baïdag. Dawtagdsan
togloomuud dax´ däd togloomyn ündsän bütciïg a²iglasnaar bid tom
xämjäätäï matricuudyg biqij cagaa aldalgüïgäär asuudlaa ²iïdäj qadna.
Dawtagdsan togloomuudyn xojluud n´ ündäslältäï ²uluun ²udarga baïdag.
Bidniï zorilgo bol ¶mar näg argaar jil büriïn xojoog (a²giïg) nämäg-
düüläx ¶wdal ajää. Üüniïg xiïx xamgiïn erönxiï arga bol önöögiïn ünä
cäniïn arga µm. R bol diskaunt. (0 < R < 1) R = 0 bol iräädüï ¶mar
q ünä cänägüï gädgiïg xaruulna. R = 1 bol iräädüï odoogoos quxal gädg-
iïg xaruulj baïna. Odoogoos T jiliïn daraax´ 1$-yn a²ig xonjoo n´
odoo üed 1$−RT gäsän ünä cänätäï. U1(t) bol nägdügäär toglogqiïn daw-
taltan dax´ a²ig xonjoo gäe. Tägwäl xoër udaa togloson togloomyn näg
toglogqiïn önöögiïn ünä cänä U1 bol:
U1 = U1(0) + RU1(1) bolno.
T = 0 xugacaanaas togloom äxälnä. Odoo xoër udaa toglogdson togloomyn
xoërdugaar toglogqiïn önöögiïn ünä cäniïg (U2) ijil argaar olj qadna.
Änäxüü ¶wcad diskauntyn 2 taïlbar garq irnä. R-yn näg taïlbar bol
dan ganc xugacaany diskaunt µm. Xäräw r diskauntyn xuw´ ( zax zääliïn
xüügäär todorxoïlogddog) bol diskauntyn xüqin züïl R n´:

R =
1

(1 + r)
.

Näg jild noogdox xüügiïn xuw´ 10% bol diskauntyn xüqin züïl 0.909
baïna. Xoër dax´ diskauntyg taïlbarladag taïlbar bol magadlal µm.
Üüniï daguu R n´ tasraltgüï magadlal µm.
Ööröör xälbäl togloom daxin dawtagdsan baïx magadlal.
Iïmääs änäxüü taïlbar bidänd odoogiïn todorxoï bus baïdal iräädüïn
todorxoï bus baïdlaas baga baïdgaar xämjigddäg gäsän oïlgoltyg törüüldäg.
Al´ q taïlbaryn daguu bid U1-yg ¶g ijilxnäär ilärxiïlj qadna. Bid-
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niï üzdäg büx l zaaglal büxiï dawtalttaï togloomuudad R = 1 gäj üznä.
Ööröör xälbäl, xugacaa ma² bogino äswäl näg orodlogot togloom n´ caa²id
dawtagdax n´ todorxoï baïna. Mön bid xojluudyg normqlono. Iïmääs
dawtalttaï togloomyn xojluud näg oroldlogot togloomyn xojluudtaï
ijil xämjigdäxüüntäï baïdag bögööd 1 oroldlogot togloomyn toglogdson
xugacaanuudyn toony daguu xuwaagdaj xiïgddäg. Ingäsnäär bid xoër
toglogddog näg oroldogot togloomd i-r toglogqiïn xanamjiïg Ui-yg da-
raax´ baïdlaar ilärxiïlnä.
ui =

(1
2

)
[Ui(0) + Ui(1)]

Xojil bolon strategiudyg mädäj awsny daraa zarim zaaglaltaï daw-
tagdsan togloomuudyg xiïxäd bälän bolno. Üüniï daraa xoër toglogqiïn
täg niïlbärtäï anxny togloom ruugaa ²iljinä.

Ji²ää 3.5. (X¶zgaargüï dawtagdax togloom)
Strategiud ba xojluud olon daxin dawtagddag togloomyg awq üzdäg 3
²altgaan baïdag.
1. Ta üxlää q tany kompani üxdäggüï.
2. Xümüüs üxäxgüï µm ²ig togloomond orolcdog.
3. Folk teorem n´ olon udaa toglogddog näg täncwärt togloomyn xuw´d
üïlqildäg bolowq näg udaagiïn näg täncwärtäï togloomyn xuw´d xüqingüï.
Ji²äälbäl, änä n´ Kurno bolon Bertrandyn zax zääliïn togloomuudyn
xuw´d ²inä, naïdwartaï täncwäriïn a²giïn bolomjuudyg biï bolgo-
doggüï. Olon daxin dawtagddag togloomyn strategi n´ bolomjit tüüx
büriïg dagaldaj buï toglolt büriïn x¶zgaargüï olon songoltuudyg on-
clox xärägtäï boldog.
Üe büriïn daraa püüs bür 0-oos 90-iïn xoorond ¶mar nägän too xämjääg
¶mar q üed tääwärlänä gäj üz´e. Togloltyn x¶zgaargüï strategi daraax
baïdaltaï bolno.
Äxniï toglolt: 3 nägjiïg tääwärläx
2-r toglolt: bolomjit ¶mar nägän tüüxiïn daraa 3.1 nägjiïg tääwärläx
3-r toglolt: bolomjit ¶mar nägän tüüxiïn daraa 3.14 nägjiïg tääwärläx
4-r toglolt: bolomjit ¶mar nägän tüüxiïn daraa 3.141 nägjiïg tääwär-
läx
5-r toglolt: bolomjit ¶mar nägän tüüxiïn daraa 3.1415 nägjiïg tääwär-
läx gäx mät.
Püüsiïn strategi n´ n-r üed ¶mar q nöxcölgüïgäär π toony äxniï n bu-
tarxaïg tääwärläx ¶wdal µm.
Dawtagddag Kurnogiïn togloomyn xamgiïn ängiïn strategiïn ji²ää n´
daraax bolno.
Büx toglolt: bolomjit ¶mar nägän tüüxiïn daraa 16 nägjiïg tääwärläx
Näg püüs 16-aas äxlän 16 nägjiïg tääwärläx üü, 20 nägjiïg tääwärläx üü
gädgiïn xoorond ärgäldäj baïgaa gäj taamagla¶.
Püüsiïn strategi daraax baïdaltaï baïna.
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Äxniï toglolt ba tüüniï daraax büx sondgoï toon togloltuud: ¶mar
nägän bolomjit tüüxiïn daraa 16 nägjiïg tääwärläx
2-r toglolt ba tüüniï daraax büx täg² toon dugaartaï togloltuud: bo-
lomjit ¶mar nägän tüüxiïn daraa 20 nägjiïg tääwärläx.
�altgaant strategiud n´ ¶langu¶a olon daxin dawtagddag togloomyn
xuw´d quxal µm. Näg püüs 16 nägjiïg tääwärläxiïg xüsääd busad büx
püüs bürää q bas 16 nägjiïg tääwärläxiïg xüsq baïna gäj taamagla¶.
90 nägj bol zax zääliïg düürgänä. 16 nägjiïg tääwärlüüläxiïg xüsäx
bolowq nögöö talaar zax zääliïg düürgäxäd bäldäj buï ²altgaant strategi
n´:
Äxniï toglolt: 16 nägjiïg tääwärläx
1-r toglolt: büx püüsüüd 16 nägjiïg tääwärläj baïgaa tüüxiïn daraa 16
nägjiïg tääwärläx, 90 nägjiïg üürd tääwärläx.
n > 1 büx n-iïn xuw´d. Änä strategiïn xuw´d aµultaï züïliïg 16 nägjiïg
tääwärläxääs öör züïl xiïj baïgaa püüsüüd biï bolgono.
Zax zääliïg düürgänä gäsän aµul n´ batalgaataï bi². Gäxdää bid itgäj
boloxoor ünäxäär ür düntäï aµulyg ¶aj biï bolgoxyg xarax bolno.
Olon daxin dawtagddag togloomyn xuw´d a²giïg ünäläx n´ ilüü xäcüü
baïdag. Zuun jiliïn ömnöx dollar odoogiïn dollar ²ig ünätäï baï-
gaagüï bögööd olon daxin dawtagddag togloom odoogoos zuun jiliïn daraa
xürtäl ürgäljilnä. Cag xugacaagaar üzüülsän asuudlyg ²iïdäxiïn tuld
iräädüïn a²guudyg odoo üetäï xar´cuulj diskauntqilax ëstoï. Matem-
atikiïn uqir ²altgaanaar diskauntyn tüw²in R < 1 üed togtoogddog,
äs tägwäl a²giïn x¶zgaargüï urt cuwaa n´ xoorondoo niïläxgüï. Bid änä
xälbäriïn ilärxiïlliïg ünäläx xärägtäï u1 =

′∑
R

U1(t)

änd t n´ tägääs (odoo) x¶zgaargüï (xolyn iräädüï) xürtäl ürgäljilnä.
X¶zgaargüï niïlbäriïg toocooloxod xäcüü. Olon daxin dawtagddag tog-
loomyn xuw´d änä qanar n´ täncwäriïg oloxod xärägtäï bögööd ¶lgaataï
cuwaanuudyg oïrolcoogoor bodox bolomj olgono.
1-r toglogq togloom toglox bürdää ürgälj 1 gäsän a²ig oldog gäj taa-
magla¶.
Tägwäl däär ögögdsön tom³ëogoor bol büx t-giïn xuw´d u1(t) = 1 baïna.
Änä toglogq x¶zgaargüï cuwaany ünä cäniïg oloxyg xüsq baïna.
u1 = 1 + R + R2 + R3 + . . .
0-ääs 1-iïn xoorondox diskauntyn xüqin züïl R-iïn xuw´d, 0 < R < 1,
cuwaany niïlbär n´ daraax bolno.
u1 =

1
(1−R)

= 1 + R + R2 + R3 + . . .

R n´ 1-ääs baga uqir butarxaïn xuwaar´ nägääs baga bolj üe bürt tölögdöj
buï näg dollaryn odoogiïn ünä cänä näg dollaraas ix bolno gädgiïg xarj
bolno, gäxdää änä n´ x¶zgaargüïgääs baga µm.
Ji²ää n´, R = 0.9 gäwäl
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u1 =
1

(1− 0.9)
=

1
0.1

= $10.

Odoogoos x¶zgaargüï xürtäl tölögdöj buï näg dollar n´ odoo tölögdöx
10 dollartaï täncüü µm. Änä toocoog 1 gäsän togtmol a²giïn xuw´d
xiïsän. k gäsän togtmol a²giïn xuw´d awq üzwäl ürjüülnä:
u1 = kR + kR2 + kR3 + · · · = k(1 + R + R2 + R3 + . . . ) =

k

(1−R)
.

Äcäst n´ x¶zgaarlagdmal dawtalttaï togloomd baïdag ²ig näg udaag-
iïn togloomtoï adil xämjäägäär olon daxin dawtalttaï togloomtoï xol-
bogdox a²giïg xadgalaxyg xiqäänä. Üüniïg xiïx arga n´ xanamjiïn
x¶zgaartaï niïlbäriïg (1 − R)-aar ürjüüläx ¶wdal. Änä n´ ²ugaman
xuwirgalt uqraas ¶mar näg toglogqiïn ür düngiïn daraalald nölöölöxgüï.
Niïlbäriïg n´ bodoxyn tuld x¶zgaargüï dawtalttaï togloom dax´ 1-r
toglogqiïn a²giïg x¶zgaargüï niïlbäräär ürjüülnä.

u1 = (1−R)
∑

Ru1(t)

Änä n´ busad toglogqiïn xuw´d q adil µm. A²ig bolon strategiudyg
songosnoor bid odoo zax zääld olon daxin dawtagddag togloomyg awq
üzäxäd bälän bolloo.

Ji²ää 3.6. (Olon dawtalttaï Kurnogiïn togloom)
Üe bürt 1-r ba 2-r gäsän 2 püüs bie bieniïgää tögs orlodog bütäägdäxüünää
zax zääl däär gargadag. Üe büriïn zax zääliïn ärält daraax täg²itgäläär
ögögdönö. P = 130−Q.
Üünd P n´ zax zääliïn ünä bögööd Q n´ zax zääliïn too xämjää.
Püüs bür bütäägdäxüünää dundaj togtmol zardal (ba axiu zardal) c =
$10-gaar üïldwärlänä. Xäräw püüsüüd änä togloomyg näg udaa toglowol
Kurnogiïn täncwär x∗1 = x∗2 = 40 bolno.
Zax zääliïn ünä $50, püüs büriïn axiu a²ig n´ $40 bögööd püüs bür $1600
a²ig oldog. Näg udaagiïn togloomyn xuw´d monopoliïn ²iïdwär bol
mädääj xäräg ix a²ig. Monopol´ bütäägdäxüünää 60 nägjäär x¶zgaarlaj
ünää $70 bolgon $60-yn axiu a²igtaï baïj $3600-yn a²ig olno.
Xäräw 1-r ba 2-r püüsüüd olon daxin dawtagddag togloomd ilüü saïn
täncwär däär togloj qadsan bol täd iïm öndör a²ig xürtäj qadax baïsan.
Kurnogiïn togloomyg baïnga olon daxin toglodog nöxcölt bus strate-
giär äxälcgääe.
Toglolt bür: bolomjit büx tüüxiïn daraa 40 nägjiïg tääwärläx
Xoër püüs änä strategiär toglono gäe. Püüs bür üe bürt $1600-yn a²ig-
taï baïna. Püüs büriïn xäwiïn a²giïn x¶zgaargüï xämjää n´

(1−R)1600
(1−R)

= $1600

bögööd üünd diskauntyn tüw²ing awq üzäägüï.
Odoo a²gaa nämägdüüläxiïn tuld 1-r püüs öörqlölt xiïxäär oroldono
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gäj üz´e. Näg xülääj buï öörqlölt n´ üe bürt zax zääl rüü näg nägjäär
cöön bütäägdäxüün tääwärläx ¶wdal µm. Änä strategi n´ üniïg $1-oor
ösgöx dawuu taltaï. Änä n´ 1-r püüsiïn a²igt ¶mar nölöötäïg awq üz´e.
Zax zääliïn ünä $50-oos $51 xürtäl ösq änä xoorond 1-r püüsiïn tääwär-
lält 40-öös 39 bolj buurna.
Üe bür däx 1-r püüsiïn a²ig odoo daraax bolno.
u1(t) = (51− 10)39 = $1599
Änä n´ 1-r püüsiïn xuw´d ma² muu bögööd Kurnogiïn täncwär däär baïs-
naas $1-oor baga µm. Xäräw 1-r püüs ürgälj änä öörqlöltiïg xiïwäl
(1−R)1599

(1−R)
= 1599$ bolno.

Däärx n´ axiad 1600-gaas baga baïna.
2-r püüsiïn xuw´d adil dügnält xiïj bolno. Bütäägdäxüünää bagasgas-
naar a²gaa ixäsgäj qadaxgüï. Bütäägdäxüünää nämägdüüläx n´ a²giïg ös-
göxgüï gädgiïg xaruulj bolno. Bütäägdäxüünää ösgöx ba buuruulaxyn al´
n´ q a²giïg ösgöxgüï uqraas ürgälj toglogdox näg udaagiïn Kurnogiïn
strategi n´ x¶zgaargüï dawtagdax togloomyn täncwär µm.
R gäsän diskauntyn xüqin züïliïn xämjää ömnöx üzüülält däär ¶mar q
üüräg güïcätgäxgüï gädgiïg ajiglaj bolno. Uqir n´ strategiud n´ nöx-
cölt bus bögööd näg udaagiïn Kurnogiïn täncwäriïg togloxod ürgälj
näg ijil züïl xiïdäg. A²gaa nämägdüüläxiïn tuld ädgäär püüsüüd ilüü
tösöölöxüïc strategiudyg xärägläx xärägtäï bolno. Xäräw püüsüüd irää-
düïn a²igtaa xangalttaï anxaaral taw´j baïwal, ööröör xälbäl, xäräw R
n´ 1-täï xangalttaï oïrxon baïwal monopoliïn a²giïg olon daxin daw-
tagddag zax zääliïn togloomyn zöw²ilcöögüï täncwär däär awq bolno.
Tuxaïlbal, änä ür düng biï bolgodog a²giïn simmetrik täncwär baïdag ba
tär n´ däd togloomyn xuw´d tögs µm. Odoo üüniïg olcgooë. Nägdügäärt
bidänd monopoliïg biï bolgox strategi xärägtäï, änä üed täncwär or²-
soor baïx bolno. Üüniï tuld bid ²altgaant strategiïg xäräglädäg.
�altgaant strategi n´ güïcätgäwäl ²agnal, äs tägwäl ²iïtgäl gäsän üg
µm. �agnal n´ ädgäär püüsüüdiïg öörtöö tataj baïdag üürd ürgäljläx
monopoliïn a²ig bolno. �iïtgäl n´ püüsüüdiïn näg n´ monopoliïn too
xämjääniï toxirolcoonoos uxarsan üe däx ²iïtgäl bolno. �iïtgäl n´
püüsüüd toxirolcoogoo zörqixgüï baïxaar xatuu baïx ëstoï.
Bidniï strategi iïm l baïx ëstoï gäj boddog ²ig daraax n´ ²altgaant
strategi baïna.
Äxniï toglolt: 30 nägjiïg tääwärläx
1-r toglolt: 2 püüs xoëulaa 30 nägjiïg tääwärläsän ¶mar nägän tüüxiïn
daraa 30 nägjiïg tääwärläx, äswäl ürgälj 40 nägjiïg tääwärläx.
Änä strategiïn äxniï xäsäg n´ ²agnal bögööd monopoliïn a²giïg üürdiïn
baïlgana. Püüs monopoliïn a²gaa xadgalaxyn tuld xangalttaï tääwär-
läsnäär üürgää güïcätgänä. Änä strategiïn 2 dax´ xäsäg n´ ²iïtgäl
bolno. Püüs xiïx ësgüï züïlää xiïsän gäj bod³ë. Tägwäl büx püüsüüd
tär üeäs äxlääd näg udaagiïn Kurnogiïn täncwärt orno. Änä n´ monop-
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oliïg butraasan püüs bolon busad püüsüüdiïn a²giïg buuruulna. Änä
n´ xünd ²iïtgäl µm. Monopolios tatgalzsan ¶wdal n´ ²iïtgäliïg biï
bolgono.
Bid äxlääd änä strategi n´ täncwär gädgiïg xaruulax xärägtäï. Änä
batalgaa n´ diskauntyn xüqin züïltäï xolbootoï. Daraa n´ bid änä
naïdwartaï gädgiïg xaruul³¶. Naïdwartaï baïdal n´ diskauntyn xüqin
züïlääs xamaardaggüï. Xolbogdox simmetrik baïdal ögögdsönöör bid
zöwxön 1-r püüsiïg awq üznä. 1-r püüs monopol´d üürgää güïcätgäj 30
nägjiïg tääwärläsnääs ilüü saïnyg ¶aj xiïj qadax wä? OPEK-iïn orny
xuw´d tölöwlösnöösöö ilüüg tääwärläx ¶wdal baïdag. Gäxdää ¶arax xäräg-
täï bolno. Äsräg tal n´ mädääd xoëulaa Kurnogiïn näg udaagiïn täncwä-
riïn baïdald üürd oroxoos ömnö 30 nägjääs ilüüg näg udaa l tääwärläj
qadax bögööd ¶arawqlax xärägtäï. Daraagiïn udaad xäräw 1-r püüs 30
nägjääs ilüüg tääwärläx gäj baïgaa bol odoo üeäs ilüü cag üe baïxgüï.
Diskauntqlalaar awq üzwäl önöödriïn dollar margaa²iïn dollaraas ür-
gälj ünätäï baïdag. Tiïmääs 30 nägjiïg tääwärläxääs tatgalzax xam-
giïn a²igtaï ¶wdal n´ önöödör bolox ba näg daxin tom tääwärlält bolno.
Tüünqlän 1-r püüs tääwärlält xär tom baïj bolox talaar anxaaraltaï
tölöwlöx ²aardlagataï. Xäräw tääwärlält xätärxiï tom baïwal änä ²iïd-
wär n´ a²ig olox qadwaryg baïxgüï bolgono. Zöw xämjäätäï tääwärlält
xiïxiïn tuld 1-r püüs näg üeiïnxää a²giïg maksimumqlax ëstoï bögööd
änä üed äsräg tal n´ 30 nägjiïg tääwärlänä.
x1 = f1(x2) = 60− 30

2
= 45

1-r püüs önöödör 30-yn orond 45-yg tääwärläj baïna. Zax zääliïn ünä
$70-aas $45 ruu unaj 1-r püüsiïn axiu a²ig $60-aas $45 bolj unana.
Gäxdää 1-r püüsiïn bogino xugacaany a²ig $1600-aas ($45)(45) = $2025
bolj ösnö. �g odoo bol 1-r püüs ma² ix möngö olj baïna.
Gäwq udalgüï taalamjit cag duusq üe bürt $1600 olox üürdiïn Kurnogiïn
togloom äxälnä. Bid odoo monopoliïg butargax xamgiïn a²igtaï za-
myg 1-r püüsiïn xuw´d olson gääd toxirolcoogoo zörqsönöör tölbör tölöx
äsäxiïg xar³¶. Xäräw tölbör tölöx ²aardlagataï bol bidniï ²algaj buï
²altgaant strategi n´ täncwär bi². Xäräw bolomjit xamgiïn a²igtaï
argaar toxirolcoog zörqixöd tölbör tölöxgüï bol ²altgaant strategi
n´ täncwär mön µm. 45 nägjiïg näg üe tääwärlääd daraa n´ Kurnogiïn
tääwärlältiïg üürd xiïwäl daraax tölbör tölnö.

u1

(1−R)
= 2025 + 1600(R + R2 + R3 + . . . )

Änä n´ äxlääd 45 nägjiïg tääwärlääd daraa n´ Kurnogiïn näg udaagiïn
üürd a²igtaï baïx üeiïn a²ig µm. Änä n´

u1

(1−R)
= 2025− 1600 + 1600 + 1600(R + R2 + R3 + . . . ) = 425 +

1600
(1−R)

(1−R)-aar ürjüülj normqilbol

u1 = 2025− 125R

108



Monopoliïg butargawal odoo üed tölbör tölnö, xarin daraa n´ ürgälj
bagyg tölöx bolno. Bidniï ömnö xarsan ²ig monopol´t baïdlyg xadgalan
toglox n´ üe bürt $1800-yg ögdög, tägwäl normqilsny daraa änä tölbör n´
bas l $1800 µm. Diskauntyn xüqin züïliïn xuw´d daraax nöxcöl bielnä.

2025− 425R < 1800.

Diskauntyn xüqin züïl R n´ däärx täncätgäl bi²iïg xangaj baïwal
monopoliïn dürmiïg zörqix n´ monopol´d togloxoos ilüü baga tölbör
töldög. Änä täncätgäl bi²iïg bodwol R >

9
17

bolno.
9
17

µmuu 53%-ias ix ¶mar q diskauntyn xüqin züïl 1-r püüsiïg monopol´d
ünänq baïlgaj xuuran mäxlält xiïxgüï bolgoxod xürgänä.
Änä täncätgäl bi² n´ xäräw toglogqdyn diskauntyn xüqin züïl 1-täï
xangalttaï oïrxon baïwal µu bolox gädgiïg todorxoïgoor xaruuldag.
Xäräw cag xugacaa n´ jil baïsan bol änä n´ diskauntyn xüqin züïliïg
50% orqim ruu buuruulj barag 100%-iïn jiliïn zääliïn xüüg xürtäx
bolno. Üüniï orond zääliïn xüü 5%-ias 20%-iïn xoorond xälbälzdäg.
Ädgäär tüw²nüüdiïn xuw´d diskauntyn xüqin züïl xäzää q 83%-ias doo²
buuxgüï. Bid sa¶ ²altgaant strategi n´ täncwär mön gäj xaruulsan.
Naïdwartaï baïdlyg ²algax n´ ma² amarxan. Bid näg udaagiïn Kur-
nogiïn täncwäräär (x1 = 40) bolomj bürt toglox n´ täncwär gädgiïg
al´ xädiïnä ²algasan. Tiïmääs xän nägän monopoliïg butargawal änä
argaar toglox aµul n´ naïdwartaï. Mädääjäär zax zääliïg üürd äzläx
(xi = 120) gäsän ilüü aïm²igtaï aµul baïnga baïdag. Mön monopo-
liïn ²iïdwäriïg dämjixäd a²iglagddag ilüü muu ¶mar nägän aµul bas
baïdag. Gäxdää ¶mar nägän ilüü muu aµuld bas naïdwartaï baïdlyn asu-
udal baïdag. Olon daxin dawtagddag Kurnogiïn zax zääliïn togloomyn
änä däd togloomyn tögs täncwärt sonirxoltoï ²inä a²giïn bolomjuud
baïdag. Tuxaïlbal, püüs büriïn xuw´d 1800$ n´ monopoliïn a²ig µm.
Änä ür dün n´ näg udaagiïn Kurnogiïn zax zääliïn togloomd coryn ganc
täncwär baïdag gäsän barimtaas ül xamaaran garq baïgaa µm. Änä n´
bolomjtoï gädäg n´ toxioldlyn qanartaï züïl bi².

Ji²ää 3.7. (Doxio ögöx togloom bolon daraalsan täncwär)
Änäxüü ji²ää n´ tögs bus mädäälältäï xar´cax nägän törliïn togloomyn
talaarx xäsgäär äxläx bolno. Tögs bus mädääläl bidniï xädiïnä awq
üzän sudalsan togloomuudyn zarimd n´ todorxoï xämjääniï üüräg güïcät-
gäj baïsan bilää. Ji²äälbäl, Poker togloomd nägdügäär toglogqiïn
amjilt n´ büxäldää ööriïnx n´ gart irsän modnoos xamaarq baïsan bol
xoërdugaar toglogqiïnx tiïm bi² baïdag. Näg toglogq ¶mar näg züïl
mädääd öör näg toglogq tüüniïg n´ mädäxgüï baïgaa nöxcliïg mädäälliïn
täg² bus baïdal xämäädäg. Änä bolon daraaqiïn xoër ji²äänd mädääl-
liïn täg² bus baïdal ba tögs bus mädäälliïn talaar sudlax bolno.
Odoo doxio ögöx togloomyn talaar awq üz´e. Änä togloomond näg toglogq
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nögöögöösöö ilüütäï mädäälältäï baïdag bögööd xän n´ äxälj xödlöx ës-
toïgoo öörsdöö mädäj baïdag baïna. Ji²äälbäl, ta bolon xuuqin ma²in
borluulagq xoëryn dund doxio ögöx togloom zoxioloo gäj bod³ë. Borlu-
ulagq ma²iny talaar tanaas xaw´güï ix züïliïg mädnä. Tiïmääs tär
äxlääd sanaaqlaga gargaj ünä xölsniï tal gäx mätäär ²iïdwär gargax
bolno. Iïm togloom ärt däär üed q baïsan bögööd Caveat Emptor (Kaweat
Ämptor) buµu "xudaldan awagqiïg bolgoomjluulax" gäj närlädäg baïjää.
Änä törliïn togloom n´ xuwiïn xäw²liïn korporaci olon niïtäd xuw´-
caa sanal bolgox gäx mätäd garq irdäg. Korporaci µu ünä cänätäï bolox
talaar xamgiïn saïnaar zoxion baïguulagdsan gadaadyn xöröngö oruu-
lagqdaas q ilüü ixiïg mädäj baïdag. Iïmääs doxio ögöx togloomuud n´
dotood mädääläl gäx oïlgoltyg sudlaxad oncgoï aq xolbogdol ögdög.
Änä bülägt iïm togloomuudyg xärxän ²iïdwärläxiïg üzüüläx bögööd mä-
däälältäï toglogq n´ togloomyg tögsgöx xoër ¶nzyn nüüdältäï, mädääläl-
güï baïgaa toglogq mön xoër nüüdältäï, gäxdää tädgääriïn al´ al´ n´
togloomyg tögsgöx nöxcöltäï doxio ögöx togloomyn ündsän xälbäriïg
awq üz´e. Zax zäälüüdäd täg² bus mädäälliïg xuwaarilaxad tun xünd
baïdag.

3.7.1 Xoër toglogqtoï doxio ögöx togloom
Änä xäsägt xoër toglogqiïn xoorondox tögs bus mädäälliïn togloomyg awq
üzäx bögööd näg n´ mädäälältäï, nögöö n´ mädääläl olj qadaagüï toglogq
nar baïx bolno. Änä togloomyg Kaweat Ämptor buµu ärtniï Romquudyn
züïr ügs biellää olson näräär närlädäg. Äxniï toglogq buµu xudaldagq
tal mädäälältäï baïx bögööd türüülj xödöldög. Xoërdugaar toglogq
buµu xudaldan awagq mädäälälgüï baïx bögööd daraa n´ xödöldög baïna.
Togloom sanaandgüï buµu toxioldlyn nüüdläär äxläx bögööd zöwxön xu-
daldagq tal ür düng mädnä. Änä n´ xudaldagq talyn zarax bütäägdäxüün
saïn q baï muu q baï xiïgddäg ajää. Xudaldagq tal ööriïn baraany saïn
muug mädäj baïdag. Büx xudaldan awagqid zaragdaj buï baraa saïn baïx
magadlal r(saïn), mön ug baraa n´ muu baraa baïx magadlal r(muu) baïdg-
iïg mäddäg. Baraany qanar n´ saïn gäsän mädäälältäï bol xudaldagq
tal tüüniïgää sanal bolgoson xäwäär äswäl zax zäälääs tataj awq bolno.
Xäräw xudaldagq tal bütäägdäxüünää zax zäälääs ärgüülän tatsan toxi-
oldold togloom äxniï nöxcöldöö buµu xän n´ q xändää möngö tölölgüï
duusdag.
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(p,V-p)

yes

(0,0)

no

offer for sale yes (p-c,W-p)

p(g) offer sale offer no

(-c,0)

p(b) stop

(0,0)

stop

(0,0)

0

1

1

g

2

b

b

Zurag 3.8. Kaweat Ämptor, örgötgösön xälbär
Xäräw baraag xudaldaxaar sanal bolgoson nöxcöld xudaldan awagqiïn
nüüdlää xiïx äälj irnä. Xudaldan awagqid mädäälliïn xoër uulzwar
ogtlolcol baïdag: g ogtlolcol buµu xudaldaxaar sanal bolgoson baraa
saïn baïxad, mön b ogtlolcol buµu muu baraa sanal bolgogdson üed. Xu-
daldan awagq tädgäärt al´ alind n´ tiïm äswäl ügüï gäj xäläx ärxtäï.
Xäräw tär ügüï gäj xälwäl ¶mar q toxirolcoo xiïgdäxgüï ba saïn baraa
borluulagq 0 xöls awq muu baraa borluulagq −c xämjääniï xöls awna.
Xarin tiïm gäj xälbäl toxirolcoo xiïgdänä. Saïn baraa borluulagq p
ünä büxiï xöls awq muu baraa borluulagq p−c xämjääniï xöls awna. Saïn
baraa n´ xudaldan awagqiïn xuw´d V ünätäï ba V -p gäsän xölstäï. Muu
baraa n´ xudaldan awagqiïn xuw´d W ünätäï ba xöls n´ W −p baïna. Xu-
daldan awagq saïnyg awsanaar a²igtaï baïx ba muug awsanaar aldagdal
xüläänä.

V > p > W

Kaweat Ämptor-iïn 3 taïlbar baïdag. Ulamjlalt taïlbaryn xuw´d xu-
daldagq n´ xuuqin ma²in borluulagq baïdag. Ma²iny ünä p, ma²inyg
²inä mät xaragduulaxad zarcuulsan zardal c baïna. Xudaldan awagq
awax äsäxää ööröö mädnä. Xoër dax´ taïlbaryn xuw´d gol tölöw kollej
tögsögqdöd xamaardag. Änd xudaldagq n´ ajil xaïgq, xudaldan awagq n´
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ajil olgogq baïdag. Ajil xaïgq n´ ¶rilclagandaa täncäxüïc xämjääniï
surgaltyn zardal n´ c garna. Märgä²äägüï xün ajild awbal ajil ol-
gogq ²atax bolno. Guraw dax´ n´ xamgiïn züïrläl ixtäï taïlbar. Änd
xudaldagq n´ xuw´caa gargaj buï kompani µm. Ajilqid n´ kompaniïxaa
xätiïn tölöwiïg mäddäg bolowq xuw´ niïlüülägqid n´ mädäxgüï. Kom-
paniïg saïn mätäär xaragduulj qadaxuïc bürtgäliïn zardal n´ c. Kom-
paniï üïl ajillagaa muu ¶wuulbal xudaldan awagqid aldagdaltaï baïx
bolno.
Niït zax zääliïn x¶mral
Büxiï l baraa borluulagqid xudaldan awagq tal tatgalzax, bütäägdä-
xüüniïg n´ zax zäälääs tataxaas ämäädäg. Xudaldaa ¶wagdaj buï nöx-
cöld l täd orlogo olox bolomjtoï baïdag. Mädäälältäï toglogq nar
bügd ijil züïl xiïj baïgaa täncwäriïg boocoot täncwär (pooling equilib-
rium) xämään närlädäg. Niït zax zääld x¶mral toxioldox n´ nän ¶langu¶a
änäxüü boocoot täncwärt xor xönööl uqruuldag. Zöwxön saïn baraataï
xudaldagq taluud baraagaa zax zääld sanal bolgodog. Muu bütäägdäxüün-
täï n´ bol xarin äsrägäärää zax zääld gargaxaas tatgalzdag. Zax zääld
garq buï büxiï l bütäägdäxüün saïn baïwal xudaldan awagq nar sanal
bolgoj buï bügdiïg xudaldan awdag baïna. Änä toxioldold zax zääl
tögs xämjäänd üïl ajillagaa n´ ¶wagdaj baïdag. Öör öör mädäälältäï
toglogqid ondoo züïls xiïj baïdag täncwäriïg tusgaarlalttaï täncwär
(separating equilibrium) gädäg. Bütäägdäxüün n´ saïn q baï muu q baï büx
xudaldagq bütäägdäxüünää zax zääld gargadag. Büx xudaldan awagq sanal
bolgoson büxiï l züïlsiïg awdag. Gäwq änä nöxcöld zax zääliïn ür a²giïg
buuruuldag olon muu naïmaa xiïgddäg. Gäxdää änä täncwäriïn üed niït
zax zääliïn x¶mralyg bodwol xudaldaanaas a²ig olox bolomj biï.
Bügd bi² q zarim muu baraa borluulagq n´ bütäägdäxüünää zax zääld gar-
gadag. Xudaldan awagqid tädgäärääs zarimyg n´ xudaldan awdag, mön
zarim xäsgääs n´ tatgalzdag. Iïmääs xudaldan awagq, muu baraa xu-
daldagq al´ al´ n´ tögs bus mädäälliïn talaar xolimog strategi barim-
taldag baïna. Änä zax zääliïn nöxcöld xudaldaanaas olox niït a²giïn
xämjää n´ amjilttaï bolon xäsägqilsän amjilttaï zax zääliïnxääs baga
baïdag ajää.
3.7.2 Daraalsan täncwär
Kaweat Ämptor bol xamgiïn bolomjit ängiïn doxio ögöx togloom µm.
Gäxdää üünd ma² tomooxon xämjääniï cogc baïdal aguulagddag. Todor-
xoï xälbäl tögs bus mädäälliïnxää ulmaas änä togloomd ²iïdwär gargax
xärägsäl bolgon a²iglagdax ëstoï däd togloom baïdaggüï baïna. Mädääläl
tögs bus baïgaa üed änä asuudal baïsaar baïx bögööd mädäälältäï toglogq
türüülj nüüdlää xiïdäg. Zön sowin, magadlal zäräg n´ doxio ögöx tog-
loomyn quxal ²aardlagataï xäsäg bolj ögdög, xäräw ta doxio ilgääwäl
tüüniïg xülään awq buï xüniïg itgüüläxiïg xüsq baïna gäsän üg. Tägwäl
tär xün ¶agaad doxiog xülään awax xärägtäï gäj?
Däd togloomyn saïjruulaltaas ilüütäïgäär örgön xüräänd asuudlyg awq
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üzdäg magadlalyg batalgaajuulj ögdög bolomjit nöxcliïg xangax ²aard-
laga n´ daraalsan täncwär gäx oïlgoltyg biï bolgodog.
Zurag 3.9 däär 2-r toglogq n´ däd togloomoo mädäxgüï uqir daraalsan
täncwär n´ toglogqyg xüläägdäj buï xärägläägää xamgiïn ix baïlgaxyg
²aarddag. �langu¶a toglogq n´ mädäälliïn ¶mar uulzwart xürsnää mä-
däxgüï baïx taltaï. 2-r toglogqiïn mädäälliïn uulzwar däärx magadla-
lyn tarxalt µm. Itgäl ünäm²il n´ barimt däär suurilsan baïna
Kaweat Ämptor-iïn daraalsan täncwär n´ 2 strategias bütnä, näg n´ xoëu-
land n´ zoriulsan, nögöö n´ 2-r toglogqiïn itgäl ünäm²il.
Muu baraa baïx magadlal ma² baga gäj taamagla¶. Tiïmääs xümüüs saïn
baraa awna gädägt barag l itgältäï baïna. Mön cäwärlägääniï zardal c n´
p-d baga zäräg l xamaarna gäj taamagla¶. Ingäsnäärää daraax n´ daraal-
san täncwär gädgiïg xaruulj bolox µm.
Baraa saïn bol sanal bolgolt 1
Baraa muu bol sanal bolgolt 1
Baraa ¶mar q baïsan xamaagüï xudaldan awalt 2
p (nodeg/offer) = p(good);
p(nodeb/offer) = p(bad)
Borluulagq bür saïn muu baraagaa sanal bolgox ba xudaldan awagq büx
sanal bolgoltond n´ tiïm gäj xariulna. Xamgiïn türüünd xudaldan
awagqiïn mädäälliïn bagc däärx magadlalyn tarxalt n´ anxny bolomjit
üïl xödlölöös bolon xudaldagqiïn strategias xamaarna.

Offer for sale

p(good) Offer for sale

p(bad) stop

stop

0

1

1

g

2

b

b

Zurag 3.9.

Xudaldan awagqiïn mädääliïn bagciïn uulzwar g-d daraax zamaar xür-
sän saïn gäsän songolt xiïx bolomj garsany daraagaar xudaldagq n´ saïn
baraagaa sanal bolgono.
p(good/offer) =

p(good)p(offer/good)
p(offer)
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p(offer) n´ sanal bolgox magadlal.
p(offer) = p(good)p(offer/good) + p(bad)p(offer/bad)
Änd p(offer/good) = 1 ba p(offer/bad) = 1 tiïmääs p(good/offer) =
p(good) baïna.
Änä tom³ëog Baïsiïn düräm gäj närlädäg. Ug dürmiïn daguu togloomyn
äxänd toglogqiïn mädäälliïg awq tüüniïgää ²inäqilän saïjruulj tog-
loomyn dunduur µm uu süüld a²iglax ëstoï. Baraa muu baïx bolomj n´
nöxcölt magadlalaar ögögdsön baïna.
p(bad/offer) =

p(bad)p(offer/bad)
p(offer)

= p(bad) (1)

Sanal bolgosny daraa 2-r toglogq mädäälliïn bagcyn uulzwar g däär baïx
magadlal n´
p(nodeg/offer)=

p(good/offer)
p(good/offer) + p(bad/offer)

=
p(good)

p(good) + p(bad)
= p(good)

Mädäälliïn bagcyn uulzwar b däär baïx magadlal p(bad) baïna. Odoo bid
2-r toglogqiïn mädäälliïn bagcyn uulzwaruud däärx magadlalyn tarx-
altyg mädäx uqir indukciïn batalgaag xiïj qadna. Xäräw 2-r toglogq
xudaldaj awbal täräär daraax xanamjyg xülääj bolno.
Eu2 = p(nodeg/offer)(V − p) + p(nodeb/offer)(W − p) = p(good)(V − p) +
p(bad)(W − p)
Tiïmääs xudaldan awagq n´ ¶mar q sanal bolgoltond "tiïm" gäsnäär xanam-
jaa xamgiïn ix baïlgana.
Saïn baraa xudaldagq n´ bütäägdäxüünää sanal bolgosnoor xanamjaa xam-
giïn ix baïlgana. p > 0 (p,V-p)

offer for sale

(p-c,W-p)

p(good) offer for sale

stop

p(bad) (0,0)

stop

(0,0)

0

1

1

1

Zurag 3.10.
Nögöö talaas, muu baraa bütäägdäxüün büxiï xudaldagq borluulaltyn
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baraa üïlqilgäägää sanal bolgox jurmaar xanamjaa maksimumqilj baïdag.
Iïmd p− c > 0.
Bidniï awq üzsän daraalsan täncwär n´ boocoot täncwär µm. Boocoot
täncwärt xudaldan awagq xudaldagqiïn µu xiïj baïgaa talaar ¶mar
q ²inä mädäälälgüï baïdag. Xudaldan awagq togloom äxläxäd baïsan
mädäälältäïgää ¶g l näg ijilxän mädäälältäï baïdag. Muu baraa xudal-
dan awax p magadlal n´ xudaldan awagqiïn xüläägdäj buï xanamj äeräg
gädgiïg batlaxad xangalttaï baga xämjäätäï. Xäräw xän q öör argaar
xiïxgüï bol xanamj buurna.

Ji²ää 3.8. (Duudlaga xudaldaa (Auction))
Duudlaga xudaldaany onol 1960-aad onoos mikro ädiïn zasag,togloomyn
onolyn xüräänd amjilttaï xögjij baïna. U.Wikreï tärgüütäï ädiïn
zasagqid änä onolyn talar olon sudalgaa xiïsän.
Ulamjlalt dörwön xälbäriïn duudlaga xudaldaa baïdgaas Angli, Gol-
land ma¶giïn duudlaga xudaldaa n´ ixäwqlän amaar xiïgddäg, xudaldax
ünä n´ xamgiïn süülqiïn äswäl xamgiïn äxniï ünä baïdag. Xarin nögöö
xoër n´ xamgiïn ix üniïn bitüümjilsän duudlaga xudaldaa, xoër dax´
üniïn bitüümjilsän duudlaga xudaldaa µm. Mikro ädiïn zasagt duud-
laga xudaldaag xuwiïn ba niïtläg ünälämjtäï gäj ¶lgadag. Al´ q toxi-
oldold xudaldan awagqiïn ünälämjiïg sanamsargüï xämjigdäxüün baïd-
laar sudaldag. Xuwiïn ünälämjtäï duudlaga xudaldaa gädäg n´ xudal-
dan awagq busdaas xamaaaralgüïgäär xudaldax ob´ektyg cäwär xuwiïnxaa
ünälämjäär ünäläx xudaldaa µm. Niïtläg ünälämjtäï duudlaga xudal-
daa gädäg n´ xudaldan awagq baraagaa xudaldan awax zax zääl, xarilcaa
xolboony nöxcöl baïdal zäräg niïtläg xüqin züïliïg xargalzan ünäläx
xudaldaa µm. Xuwiïn ünälämjtäï xudaldaany xuw´d ädiïn zasgiïn onold
daraax ur´dqilsan dügnältüüdiïg xiïdäg.
Nägdügäärt: Angli duudlaga xudaldaa ba xoër dax´ üniïn bitüümjil-
sän duudlaga xudaldaa n´ tuxaïn züïliïg xän awax,xudaldagq xädiï xär
orlogo olox gädäg utgaaraa adilxan.
Xoërdugaart: Golland ba xamgiïn ix üniïn bitüümjilsän duudlaga
xudaldaa n´ busdyn üïl xödlöliïg xargalzan xuw´ xüniï onowqtoï son-
goltoo xiïdäg utgaaraa adilxan.
Gurawdugaart: Xäräw büx xudaldan awagq ärsdäld neïtral xanddag buµu
ärsdäld ordog q ügüï,ärsdälääs bolgoomjildog q ügüï bol dörwön törliïn
duudlaga xudaldaa maan´ aw adilxan ür dünd xürnä. Xarin odoo bid du-
uudlaga xudaldaag togloomyn onolyn üüdnääs awq üz´e.

Duudlaga xudaldaa n´ zax zääl däx Bertrandyn örsöldööniï nägän
xälbär µm. Niïgmiïn bolon xuwiïn sektor tädgääriïn üïlqilgääg ajil
üüräg güïcätgägqid ünä xa¶lcuulan xudaldaalj, mön xöröngö oruulagqid
sanxüügiïn xöröngö baraa bolon üïlqilgääg ünä xa¶lcuulan awax process
ödör tutam ¶wagdaj baïdag. Änä ji²äänd togloomyn onolyn ängiïn
xälbäriïn duudlaga xudaldaa buµu ünä xa¶lcuulax xudaldaag awq üznä.
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Ünä xa¶lcagq n´ busad ünä xa¶lcagqdyn duudlagyn üniïg mäddäg tögs
mädäälältäï üed duudlaga xudaldaag awq üznä. Üüniïg qölööt duudlaga
xudaldaa gäj xälj bolox bögööd änä duudlaga xudaldaa n´ ma² öndör
zarqimuudtaï. Duudlaga xudaldaany 2 onclox gol töröl baïdag. Üünd:
1.�ildäg bolowsruulsan bodlogotoï bi² anxdagq ünä büxiï duudlaga xu-
daldaa
2.�ildäg bodlogoor bolowsruulsan xoërdogq ünä büxiï duudlaga xudal-
daa µm.
Daraagiïn näg taamaglal bol bürän mädääläl ba änä n´ ünä xa¶lcagq bür
duudlaga xudaldaagaar zaragdaj buï züïliïn ünä cäniïg mädäj baïx ¶w-
dal µm. Änä ünä cäniïg xuw´ xün ööröö ünälj baïgaa gäj xälj bolno.
Tögs mädäälältäï üed ünä xa¶lcagq n´ dutuu buµu tüünääs baga mädääläl-
täï ünä xa¶lcagqaas ilüü xüqtäï baïna.
Bürän mädäälältäï, xaalttaï duudlaga xudaldaa
1 ba 2 gäsän dugaartaï 2 ünä xa¶lcagq /toglogq/ duudlaga xudaldaand
orolcox processyg awq üz´e. Duudlagaar xudaldaalagdaj baïgaa züïliïn
ünä cänä n´ 1-r ünä xa¶lcagqiïn xuw´d Z1, xarin 2-r ünä xa¶lcagqiïn
xuw´d Z2 baïna. Xoër ünä xa¶lcagq 2-uulaa änäxüü ünä cäniïg bodit
bi² taamaglal gäj mäddäg. Ünä xa¶lcagq bür ¶mar nägän üniïg xälj
qadna. Tiïmääs i-r ünä xa¶lcagqiïg bi gäsän üniïg xälnä gäj üz´e. Ünä
xa¶lcagqid nägän zäräg ünä xa¶lcaj baïgaa uqir üüniïg xaalttaï duud-
laga xudaldaa gäj närläj baïgaa µm. Ünä xa¶x wektoryg b = (b1, b2) gänä.
�marq duudlaga xudaldaand ünä xa¶lcagq xamgiïn öndör üniïg xälj
baïj ¶ldag. Tägäxäär duudlaga xudaldaand ¶laxyn tuld ¶mar ünä xäläx
wä? gäsän asuult garq irnä. Üünd 2 bolomjiïg awq üz´e:
1. Ünä xa¶lcagq duudlaga xudaldaand ¶laxyn tuld P gäsän ünä tölöx ba
P n´ däärx (max b)-taï täncüü bolno. Änä n´ anxdagq ünä büxiï duudlaga
xudaldaa ba duudlaga xudaldaany xamgiïn ängiïn töröl µm
2. Duudlaga xudaldaand ¶laxyn tuld P gäsän xoërdogq öndör üniïg
tölnö. Änä n´ xoërdogq ünä büxiï duudlaga xudaldaany töröl bögööd
²udargaar ¶wagddag.
Bid odoo anxdagq ünä büxiï duudlaga xudaldaag toglogqid n´ buµu ünä
xa¶lcuulagqid n´ ärsdliïg xaïxardaggüï üed awq üz´e.
i-r ünä xa¶lcagqiïn xanamjiïn funkc n´: (Ui(bi, Zi) gäj üz´e. Ui = Zi−bi

Xärwää qi duudlaga xudaldaagaar xudaldaalagdaj baïgaa züïliïn ünä
cänääs dooguur ünä xälääd duudlaga xudaldaand ¶lax µm bol qi tüüniï
zörüügäär n´ xojij baïgaa µm. Xarin äsrägäärää duudlagaar xudal-
daalagdaj baïgaa züïliïn bodit ünä cänääs däägüür ünä xälääd duudlaga
xudaldaan ¶lax µm bol qi möngöö aldaj baïna gäsän üg µm. Ji²ää n´:
Tuxaïn züïliïn bodit ünä cänä 1000$ baïxad qi 2000$-yn üniïg xälj aw-
bal:
1000$− 2000$ = (−1000$)-iïg aldaj baïgaa xäräg.
Tuxaïn züïliïn örtög buµu bodit ünä cänääs ilüü ünä xa¶xyg ilüü ünä
xa¶x buµu overbidding gäj närlänä.
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Xärwää qi 0 gäsän ünä xäläxäd möngöö aldaxgüï baïj bolox bögööd änä n´
duudlaga xudaldaany ängiïn aldaa µm. Xarin overbidding-aar ilüü ünä
xa¶j baïwal änä n´ ma² tom aldaa bolno. Ändääs duudlaga xudaldaany
ünä xa¶lcuulax zarqim 1-iïg gargaj bolno.
Zarqim 1: Xäzää q ilüü ünä bitgiï xäl. (bi > Zi)
Ilüü ünä xa¶x n´ 0 ünä xa¶x strategi zonxilox boldog. Ta ilüü ünä xa¶ad
duudlaga xudaldaand xojwol möngöö aldana, xarin 0 ünä xa¶x buµu ünä
xa¶xgüï baïx toxioldold möngöö xadgalj baïgaa xäräg µm.
Ilüü ünä xa¶j boloxgüï , bodit örtgöör n´ ünä xa¶lcax ëstoï gäsän nöx-
cöl ögögdsön . Mön Z1 ≥ Z2 baïna. Xäräw duudlaga xudaldaany anxdagq
ünä xa¶lcax ¶wcad xoëulaa ¶g bodit örtögtäï n´ täncüü üniïg xälbäl
üüniï ür dünd ünä xa¶x wektor n´ b = (Z1, Z2) bolj änd täncwär tog-
toxgüï. Xarin toglogq Z1 ba Z2 -iïn xoorond or²ix Z gäsän ünä xa¶j
bolno. 1-r toglogqiïn /ünä xa¶lcagqiïn/ xanamj n´ ünä xa¶lcuulgyn
wektor b bolno.
U1(b) = 0. (Änd Z1 −max b = Z1 − Z1 = 0)
1-r toglogqiïn ünä xa¶lcuulax wektor (Z, b2) ba xanamj n´ U1(Z, b2) =
Z1 − Z > 0 bolox ba 1-r toglogq duudlaga xudaldaand ¶lna. 1-r toglogq
toglogq bodit örtgöös dooguur ünä xa¶na. (underbidding)
Zarqim 2: Xärwää ta anxdagq ünä xa¶lcax üed öndör ünä togtooj qadwal
daraagiïn ünä xa¶lcax processd ööriïnxöö üniïg buuruulax bolomjtoï.
Duudlaga xudaldaand xudaldaalagdaj baïgaa züïliïn ünä cäniïg xärxän
xädäär buuruulax ëstoï wä? Üüniï xariultyg oloxyn tuld ürgäljlüülän
²injläx xärägtäï bolno.
Daraax togloomyg awq üz´e. Änd Z1 = 2$, Z2 = 1$ gäj ögögdsön. Mön
toglogqid ilüü ünä xa¶j boloxgüï gäsän nöxcöltäï.

Änä togloom n´ (1, 1), (1, 0), (0, 0) gäsän 3 täncwärtäï baïna. Änä
täncwär n´ öndör ünälämjtäï toglogqdyg dooguur ünä xa¶uldag täncwär
µm. 1-r toglogqiïn dawamgaïlax strateg n´ b1 = 1$ ba änä bodit örtgöös
dooguur ünä xa¶xyg xülään zöw²öördög baïna. Xarin dooguur ünälämjtäï
toglogq n´ bodit örtögtäï täncüü ünä xa¶na.
Ji²ääg awq üz´e. Änd 0.5$ -iïn üniïn wektoroos zaïlsxiïsän baïna. 1-r
toglogq 1$ äswäl xajuugiïn strateguud bolox 1.5$ bolon 0.5$-iïn üniïg
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xa¶xyg bodno. Xarin 2-r toglogq 1$, 0.5$ µmuu 0$-iïn üniïg xa¶xyg
bodno.
Ändääs mön (1.5, 1), (1, 1), (1, 0.5) gäsän 3 täncwär oldono. Üünd öndör
ünälämjtäï toglogq n´ ixänxdää dooguur üniïg xa¶na. Tüüniï strateg
n´ b1 = Z2 = 1$ bolno. Xarin dooguur ünälämjtäï toglogq n´ ¶marq
täncwär däär 0-iïg tölöxgüï .

Odoo Z1 ≥ Z2 gäsän x¶zgaarlaltyg awq üz´e. Änd ε-iïg ünä xa¶lcax x¶z-
gaarlalt gäe. Änä n´ duryn äeräg too µm. Mön i-r toglogqiïn strate-
giïn olonlog bolox (0, ui) -iïg awq üznä. b = (Z2, Z2) ünä xa¶lcax wek-
toryn orqimd ömnöx täncwär or²in baïna. Änd 2 cäwär strategi büxiï
(Z2 + ε, Z2) bolon (Z2 − ε, Z2) täncwär or²in baïna. Mön tüünqlän 2-r
toglogq bodit örtgöös ε-oor dooguur ünä xa¶x, bodit örtögtäï täncüü ünä
xa¶xad xolimog strategitäï täncwär or²in baïgaa µm. Änä täncwär n´:
Z1 − Z2 − ε = P2(Z2)(Z1 − Z2)/2 + P2(Z2 − ε)(Z1 − Z2)
Ji²ää

Änd P2(Z2)-´n 2-r toglogq bodit örtög Z2 gäsän ünä xa¶x magadlal, P2(Z2−
ε)-n´ 2-r toglogqiïn bodit örtgöös dooguur ünä xa¶x magadlalyg üzüül-
sän baïna.
Zarqim 3: Xäräw ta anxdagq ünä büxiï duudlaga xudaldaan däär öndör
ünälgäätäï baïx toxioldold ünä xa¶lcax interwal dotorx duudlaga xu-
daldaany 2-dogq öndör ünätäï oïrolcoo üniïg xa¶x ëstoï.
Xoërdogq ünä büxiï duudlaga xudaldaa
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Änä öwörmöc ma² sonirxoltoï 2-dogq ünä büxiï duudlaga xudaldaa gäj
närlägdäx duudlaga xudaldaany bas nägän töröl µm. 2-dogq ünä büxiï du-
udlaga xudaldaand xoërdogq xamgiïn öndör ünä xa¶j, tüüntäïgää täncüü
xämjääniï ünä tölsön n´ ¶ldag.
Zarqim 4: 2-dogq ünä büxiï duudlaga xudaldaand ixänxdää bodit ört-
göör n´ ünä xa¶lcuuldag. Änä n´ ünä xa¶lcuulagqdyn toonoos ül xam-
aarsan baïdag.
Xuwiïn ünälämjtäï duudlaga xudaldaa
Ömnö bid xäd xädän taamaglaluudyg taw´j baïsan. Ädgäär n´ ünä xa¶lcagq
bür busad ünä xa¶lcagqdyn ööröör xälbäl örsöldögqdiïnxöö ünälgääg
mädäj baïsan. Xarin odoo xuw´ xün ööriïnxöö l ünälgääg mädnä. Busad
ünä xa¶lcagqdynxaa ünä xa¶lcuulgyn ünä cäniïn magadlalyn tarxaltyn
matricyg mädäxgüï ba änä mädääläl n´ simmetrik baïna. Ööröör xälbäl
busad ünä xa¶lcagqid q gäsän tany ünä xa¶lcuulgyn magadlalyn tarx-
altyg mädäxgüï baïgaa µm. Üünääs xaraxad xuw´ xüniï ünälgää büxiï
duudlaga xudaldaa n´ ¶g Poker ²ig µm.
Anxdagq ünä büxiï duudlaga xudaldaany näg asuudal n´ ööriïn ünä xa¶l-
cuulgyn utgaas xär ixiïg xasaj, qadax wä? gädgiïg todorxoïldog. Xäräw
1-r toglogq ööriïn xuwiïn ünälgää bolox Z1-iïg ündäslän b1 gäsän ünä
xa¶dag. Ta ünä xa¶lcuulj baïgaa üedää xojix xojixgüïgää mädäxgüï
baïgaa uqir tany xanamj n´ xanamjiïn xüläägdäj baïgaa utgaar todor-
xoïlogdono.(Ärsdliïg xaïxardaggüï)
P1(win)-1-r toglogqiïn duudlaga xudaldaand xojix magadlal
P1(lose)-1-r toglogqiïn duudlaga xudaldaand aldax magadlal
Ändääs xüläägdäj buï utga n´: EV1 = P1(win)(Z1−b1)+P1(lose)(0) bolno.
Xärwää 1-r toglogq duudlaga xudaldaand xojix µm bol xuwiïn ünäl-
gäänääsää ünä xa¶lcuulj baïgaa utgyg xassan xämjäägäär xojno. Xarin
0 -iïg aldana.

EV1 = P1(win)(Z1 − b1)

Xojix magadlal n´ tany xär ix öndör ünä xa¶snaas ²altgaalna. Xäräw
0 üniïg xa¶wal ta duudlaga xudaldaand xojixgüï mön 100 gäsän üniïg
xa¶wal ta duudlaga xudaldaand aldaxgüï. Änä n´ magadlalyn tarxal-
tyn tuïlyn 2 toxioldol µm.
Doorx ji²äänd ünä xa¶lcuulax monoton 3 funkciïg üzüülsän. Änd 1 n´
²ugaman bus, nögöö 2 n´ ²ugaman funkc µm. b1(Z1) = Z1 gäsän ünä xa¶l-
cuulgyn funkc n´ bodit örtögtäï täncüü üniïg xa¶dag. Ünä xa¶lclyn
funkcyn xüläägdäj baïgaa utga n´ 0 bol b1(Z1) = 0 baïna.
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Tany xojlyn magadlal n´ ünä xa¶lcuulaxtaï proporcianal´ baïna.
P1(win)kb1 änd k n´ togtmol too bolno. 1-r toglogqiïn xüläägdäj buï
utga n´:
EV1 = k b1(Z1 − b1) baïna. Ööriïnxöö xüläägdäj buï utgyg xamgiïn ix
baïlgaxyn tuld nägdügäär ärämbiïn nöxcliïg biqwäl:
0 = kb1(−1)+ k(Z1− b1) Ändääs ünä xa¶lcuulgyn funkc n´: b1(Z1) = Z1/2
baïna. Duudlaga xudaldaagaar ünä xa¶lcuulj baïgaa züïliïn xamgiïn
ix ünä cänä n´ 100$ gäwq ta zöwxön 50$-iïn üniïg xa¶lcuulna.
Niïtiïn ünälämjtäï duudlaga xudaldaa
Änä xäsägt baga xoms mädäälältäï anxdagq üniïn duudlaga xudaldaag
awq üznä. Iïm ixääxän kompleks ma¶giïn ünä xa¶lcuulaxyg niïtiïn
ünälämjtäï duudlaga xudaldaa gädäg. Änä duudlaga xudaldaand orolcogq
bür n´ öör öör bögööd duudlaga xudaldaagaar orolcox züïliïn talaar öör
öör ünälämjtäï baïdag. Duudlaga xudaldaand orolcogq bür xudaldaalag-
dax züïliïn talaar ¶nz büriïn mädäällüüdiïn signaluudyg xülääj awdag.
Gäxdää tarxaj buï mädääläliïn tarxalt n´ ijilxän baïdag. Änä n´ ta
busdyn mädäj baïgaag mädnä gäsän üg µm. Gäxdää änä n´ xamgiïn saïn
mädääläl bi² µm. Xuwiïn ünälämjtäï üe ²ig tuxaïn züïliïn ünä cänääs
ilüü xätrüülj xäläxgüï baïdaggüï bögööd ingäsnäär ixääxän xämjääniï
aldagdald q ordog. Änä n´ tuxaïn toglogqiïn xülääj awsan signaltaï
xolbootoï baïdag. Ixääxän öndör xämjääniï signal xülääj awbal tüün-
täïgää oïrolcoo xämjääniï üniïg sanal bolgodog. Üüniï ündsän asuudlyg
taïlbarlaxyn tuld ²oo xa¶x process däär awq üz´e. �oog ²idäxäd al´
q talaaraa buux magadlal n´ adilxan bögööd xärwää olon daxin ²idwäl
tüüniï xüläägdäj buï utga n´ daraax baïdlaar todorxoïlogddog.
EV = (1 + 2 + 3 + ... + 6)/6 = 3.5
Odoo bid niïtiïn ünälämjtäï züïliïn duudlaga xudaldaag awq üzäxdää
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xos ²oogoor änäxüü duudlaga xudaldaagaa tölöölüülj awq üz´e.
Äxniï ²oo bol 1-r toglogqiïnx, 2-dax´ ²oo n´ 2-r toglogqiïnx gäe.
Xärwää 1-r xün buµu duudlaga xudaldaand orolcogq maan´ z1 = 5 gäsän
signal xülääj awsan bol tuxaïn duudlaga xudaldaagaar orj buï züïliïn
ünä baïx magadlal xamgiïn öndör baïx üniïn utga n´
(1 + 5)/2 = 3 bolon (6 + 5)/2 = 5.5 xoëryn xoorond baïx bolno.
Doorx xüsnägtänd nägän zäräg toxiox 36 ür düng üzüülsän bögööd nüd bürt
n´ signal tus bürt toxirox xamgiïn ix utgyg biqlää.

Bidder1

Z
1

Z
2

Z
3

Z
4

Z
5

Z
6

Bidder2 Z1 1 2 3 4 5 6

Z
2

2 2 3 4 5 6

Z
3

3 3 3 4 5 6

Z4 4 4 4 4 5 6

Z
5

5 5 5 5 5 6

Z
6

6 6 6 6 6 6

Änä xüsnägtiïn dundaj utga n´ 4,56 bögööd änä n´ bidniï xamgiïn äxänd
awq üzsän xüläägdäj buï dundaj utga bolox 3,5-aas 3, 5 − 4, 56 = −1.06-
äär ¶lgaataï baïgaa µm. Üüniïg xuwiar ilärxiïlbäl, dundajaasaa 30%-
iar ilüü baïgaa µm. Ööröör xälbäl 30%-iïn aldagdald orj baïna gäsän
üg. Niïtiïn ünälämjtäï duudlaga xudaldaany üed änä xüläägdäj buï
aldagdlyn utgyg "¶lagqiïn xaraal" gäj närlädäg. Xärwää toglogqiïn
xojij magadlalyg r-äär, tuxaïn züïliïn üniïg z1 gäsän signaltaï üed
iïm gääd, tuxaïn züïliïn xüläägdäj buï utgyg z1 signaltaï üed E(v|z1)
gäj biqigdäx ba v-g niïtiïn ünälämj gäj närlädäg. Änä xüläägdäj buï
utgyg z1 signal mädääläl däär tulguurlasan nöxcölt xüläägdäj buï utga
gädäg.
Ärsdälgüï orolcogqiïn xuw´d xojlyn funkcyg biqwäl
EV1 = p1(xojix)[E(v|z1) − b1] = (kb1)[E(v|z1) − b1] bolox ba bid ur´dyn
adil niïtiïn ünälämj n´ 2 signalyn dundaj utga gäwäl V = (z1 + z2)/2
bolox ba xärwää 1-r toglogq z1 = 1 gäsän signaliïg xülääj awsan gäwäl
dundajuud n´ 1 äswäl 1,5 äswäl 2 äswäl 2,5 äswäl 3 äswäl 3,5 baïx bögööd
ädgäär n´ täncüü magadlaltaï gäj üzwäl E(v|z1 = 1) = (1 + 1.5 + 2 +
2.5 + 3 + 3.5)/6 = 2.25 bolno. Änä n´ nöxcölt xüläägdäj buï utga µm.Änä
mätqilän xüläägdäj buï utguudyg bodwol daraax baïdaltaï bolno.
E(v|z1 = 1) = 2.25
E(v|z1 = 2) = 2.75
E(v|z1 = 3) = 3.25
E(v|z1 = 4) = 3.75
E(v|z1 = 5) = 4.25
E(v|z1 = 6) = 4.75
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Ädgääriïg cäg tus büriïg n´ xawtgaï däär baïrluulbal E(v|z1) = 1.75 +
0.5z1 gäsän ²uluun garax bolno. Üüniïg 1-r xäräglägqiïn xanamjiïn
funkc EV1 = p1(xojix)[E(v|z1) − b1] = (kb1)[E(v|z1) − b1]-d orluulbal
EV1 = (kb1)[1.75 + 0.5z1 − b1] bolno.
Änä funkciïg b1 xuw´sagqaar maksimumqlaxyn tuld tüüniï tuxaïn ulamjlal
awq tägtäï täncüülbäl:
(kb1)(−1) + k(1.75 + 0.5z1 − b1) = 0
Üünääs naïmaalcax funkc daraax baïdaltaï garq irnä.

b1(z1) = 0.875 + 0.25z1.
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4. ÒÎÃËÎÎÌÛÍÎÍÎËÛÍÁÎÄËÎÃÛÃMATLAB

ÏÐÎÃÐÀÌ ÀØÈÃËÀÍ ÁÎÄÎÕ

4.1 Òýã íèéëáýðòýé òîãëîîìûí öýâýð ñòðàòåãòàé

øèéäèéã îëîõ

Ýíýõ³³ õýñãèéí îíîëûã óã íîìíû 10-17-ð õóóäñàíä àâ÷
³çñýí.

Áèäýíä äàðààõ Æèøýý 1.2-ò °ã°ãäñ°í òýã íèéëáýðòýé
òîãëîîì °ã°ãäñ°í áàéã. 4 2 3

6 1 −1
9 −2 −5


Ýíýõ³³ òîãëîîìûí öýâýð ñòðàòåãòýé øèéäèéã îëü¼. �³íèé
òóëä äàðààõ êîäûã MATLAB ïðîãðàìì äýýð áè÷èæ °ãí°.

function f=Æèøýý-1.2

global A

baganamax=max(A);

minmax=min(baganamax)

hurwA=A';

murmin=min(hurwA);

maxmin=max(murmin)

Äýýðõ m-�le-ã MATLAB-ûí CommandWindow öîíõîíä äóóä-
âàë:

>> A=[4 2 3;6 1 -1;9 -2 -5];

>> Æèøýý-1.2

>> Optimization terminated.

>> minmax=

2
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>> maxmin=

2

ãýæ ãàðàõ áà ýíý Íýøèéí òýíöâýð íü (1,2) öýâýð ñòðàòåãóó-
äàä õàðãàëçàíà. �°ð°°ð õýëáýë íýãä³ãýýð òîãëîã÷ °°ðèéí
áîëîìæèò ñòðàòåãóóäààñ 1-ðèéã, õî¼ðäóãààð òîãëîã÷ °°ðèéí
áîëîìæèò ñòðàòåãóóäààñ 2-ð ñòðàòåãèéã àøèãëàí òîãëîõîä
õî¼ð òîãëîã÷èéí õîæèë áà õîæèãäëûí õýìæýý íü 2 áàéíà.

Äàðààõ 13-ð õóóäàñíû Æèøýý 1.3-ã àâ÷ ³çüå. 0 4 −1 3
1 0 2 2
3 1 −2 1


Äàðààõ êîäûã MATLAB ïðîãðàìì äýýð áè÷èæ °ãí°.

function f=Æèøýý-1.3

global A

baganamax=max(A);

minmax=min(baganamax)

hurwA=A';

murmin=min(hurwA);

maxmin=max(murmin)

Äýýðõ m-�le-ã MATLAB-ûí CommandWindow öîíõîíä äóóä-
âàë:

>> A=[0 4 -1 3;1 0 2 2;3 1 -2 1];

>> Æèøýý-1.3

>> Optimization terminated.

>> minmax=

2

>> maxmin=

0

124



ãýæ ãàðàõ áà ýíý Íýøèéí òýíöâýð îðøèí áàéõã³é áàéíà.
Ýíý íü áèäíèé àâ÷ ³çýæ áóé áîäëîãî öýâýð ñòðàòåãààð øèéä-
ã³é áàéíà ãýñýí ³ã.

Äàðààõ 13-ð õóóäàñíû Æèøýý 1.4-ã àâ÷ ³çüå. 5 3 4 3
7 2 0 2
10 −1 −4 2


Ýíýõ³³ òîãëîîìûí öýâýð ñòðàòåãòýé øèéäèéã îëü¼. �³íèé
òóëä äàðààõ êîäûã MATLAB ïðîãðàìì äýýð áè÷èæ °ãí°.

function f=Æèøýý-1.4

global A

baganamax=max(A);

minmax=min(baganamax)

hurwA=A';

murmin=min(hurwA);

maxmin=max(murmin)

Äýýðõ m-�le-ã MATLAB-ûí CommandWindow öîíõîíä äóóä-
âàë:

>> A=[5 3 4 3;7 2 0 2;10 -1 -4 2];

>> Æèøýý-1.4

>> Optimization terminated.

>> minmax=

3

>> maxmin=

3

ãýæ ãàðàõ áà ýíý Íýøèéí òýíöâýð íü (1,2) áà (1,4) öýâýð
ñòðàòåãóóäàä õàðãàëçàíà. �°ð°°ð õýëáýë íýãä³ãýýð òîãëîã÷
°°ðèéí áîëîìæèò ñòðàòåãóóäààñ 1-ñòðàòåãèéã, õî¼ðäóãààð
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òîãëîã÷ °°ðèéí áîëîìæèò ñòðàòåãóóäààñ 2 ýñâýë 4-ð ñòðà-
òåãóóäûí àëü íýãèéã àøèãëàí òîãëîõîä õî¼ð òîãëîã÷èéí õî-
æèë áà õîæèãäëûí õýìæýý íü 3 áàéíà. Ýíý òîãëîîì íü 2
ýìýýëèéí öýãòýé áàéíà.

4.2 Òîãëîîìûí îíîëä øóãàìàí ïðîãðàì÷ëàëûã

õýðýãëýõ

Áèä õî¼ð òîãëîã÷òîé òýã íèéëáýðòýé òîãëîîìûã øóãàìàí
ïðîãðàì÷ëàëûí õàðèëöàí õîñìîã áîäëîãóóä ðóó øèëæ³³-
ëýí áîääîã.(íîìíû 41-45-ð õóóäàñíààñ óíø.) Áèä óã õîñìîã
áîäëîãóóäûã MATLAB ïðîãðàì äýýð linprog ïðîãðà-
ìûã àøèãëàí áîäíî. linprog ïðîãðàì íü äàðààõ øóãàìàí
ïðîãðàì÷ëàëûí áîäëîãûã áîääîã.

min
x
fTx

A · x ≤ b

Aeq · x ≤ beq (1)
lb ≤ x ≤ ub

Ýíä A ìàòðèö áà b âåêòîð íü øóãàìàí òýíöýòãýë áèø
çààãëàëä õàðãàëçàõ ìàòðèö áà âåêòîð, Aeq ìàòðèö áà beq
âåêòîð íü øóãàìàí òýíöýòãýë õýëáýðèéí çààãëàëä õàðãàë-
çàõ ìàòðèö áà âåêòîðóóä áîëíî.

Áèäýíä 43-ð õóóäàñíû Æèøýý 1.20-ä °ã°ãäñ°í äàðààõ
áîäëîãî °ã°ãäñ°í áàéã.

A =


0 1 −1 2
−1 0 3 2
0 1 2 −1
2 0 0 0


Tîãëîîìûí õîæëûã ýåðýã áàéëãàõ ³³äíýýñ cij = aij+2 ãýñýí

126



äàðààõ ìàòðèöûã àâ÷ ³çüå.

C =


2 3 1 4
1 2 5 4
2 3 4 1
4 2 2 2


Ýíý áîäëîãîä õàðãàëçàõ øóãàìàí ïðîãðàì÷ëàëûí áîäëîãî
íü äàðààõ áàéäëààð áè÷èãäýíý.
1-ð òîãëîã÷èéí õóâüä ãàðàõ òýãøèòãýë íü:

f = p1 + p2 + p3 + p4 → min
2p1 + p2 + 2p3 + 4p4 ≥ 1
3p1 + 2p2 + 3p3 + 2p4 ≥ 1 (2)
p1 + 5p2 + 4p3 + 2p4 ≥ 1
4p1 + 4p2 + p3 + 2p4 ≥ 1
p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p3 ≥ 0, p4 ≥ 0

Õàðèí 2-ð òîãëîã÷èéí õóâüä ãàðàõ òýãøèòãýë íü:

f = q1 + q2 + q3 + q4 → max
2q1 + 3q2 + q3 + 4q4 ≤ 1
q1 + 2q2 + 5q3 + 4q4 ≤ 1 (3)
2q1 + 3q2 + 4q3 + q4 ≤ 1
4q1 + 2q2 + 2q3 + 2q4 ≤ 1
q1 ≥ 0, q2 ≥ 0, q3 ≥ 0, q4 ≥ 0

áîëíî.
Ýíý 2 áîäëîãî íü õàðèëöàí õîñìîã áîäëîãóóä á°ã°°ä 1 áà
2-ð òîãëîã÷äûí õîëèìîã ñòðàòåãóóäòàé äàðààõ òîìú¼îãîîð
õîëáîãäîíî.
x1 = vc · p1, x2 = vc · p2, x3 = vc · p3, x4 = vc · p4,
y1 = vc · q1, y2 = vc · q2, y3 = vc · q3, y4 = vc · q4,

Ýíä x = (x1, x2, x3, x4) áà y = (y1, y2, y3, y4) íü
õàðãàëçàí ìàíàé òîãëîîìûí 1 áà 2-ð òîãëîã÷äûí õîëèìîã
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ñòðàòåã³³ä, p = (p1, p2, p3, p4) áà q = (q1, q2, q3, q4)-íü
õàðãàëçàõ øóãàìàí ïðîãðàì÷ëàëûí áîäëîãóóäûí øèéä³³ä
áîëíî.

Áèä (2) áà (3) áîäëîãóóäàä õàðãàëçàõ êîäûã MATLAB
äýýð áè÷èõèéí òóëä óã áîäëîãóóäûã (1) õýëáýðò øèëæ³³ëæ
áè÷èõ õýðýãòýé.

1-ð òîãëîã÷èéí õóâüä ãàðàõ òýãøèòãýë íü:

f = p1 + p2 + p3 + p4 → min
−2p1 − p2 − 2p3 − 4p4 ≤ −1
−3p1 − 2p2 − 3p3 − 2p4 ≤ −1 (2′)
−p1 − 5p2 − 4p3 − 2p4 ≤ −1
−4p1 − 4p2 − p3 − 2p4 ≤ −1
p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p3 ≥ 0, p4 ≥ 0

Õàðèí 2-ð òîãëîã÷èéí õóâüä ãàðàõ òýãøèòãýë íü:

f = −q1 − q2 − q3 − q4 → max
2q1 + 3q2 + q3 + 4q4 ≤ 1
q1 + 2q2 + 5q3 + 4q4 ≤ 1 (3′)
2q1 + 3q2 + 4q3 + q4 ≤ 1
4q1 + 2q2 + 2q3 + 2q4 ≤ 1
q1 ≥ 0, q2 ≥ 0, q3 ≥ 0, q4 ≥ 0

Èíãýýä (2') áà (3') áîäëîãóóäûã áîäîõ êîäûã áè÷üå.

function f=Æèøýý-1.20

global C;

C1=C+2; % àíõíû ìàòðèöûã ýåðýã áîëãîõ ³éëäýë

B=-(C1)'; % I òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ ØÏÁ-ûí òýíöýòãýë
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áèø çààãëàëä õàðãàëçàõ ìàòðèöûã îëîõ ³éëäýë

D=C1; % II òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ ØÏÁ-ûí òýíöýòãýë

áèø çààãëàëä õàðãàëçàõ ìàòðèöûã îëîõ ³éëäýë

[m,n]=size(C1); % òîãëîîìûí ìàòðèöûí ì°ð áà áàãàíû

òîîã îëîõ ³éëäýë

a=ones(1,m); % (1') áîäëîãûí çîðèëãûí âåêòîðûã

îëîõ ³éëäýë

v=ones(1,n);

u=-v; % (2') áîäëîãûí çîðèëãûí âåêòîðûã

îëîõ ³éëäýë

lb1=zeros(m,1); % (1') áîäëîãûí äîîä çààãëàëûí âåêòîð

lb2=zeros(n,1); % (2') áîäëîãûí äîîä çààãëàëûí âåêòîð

[p,aval]=linprog(a,B,u',[],[],lb1,[]);

% I òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ (1') ØÏÁ-ûí îíîâ÷òîé

øèéäèéã îëîõ ³éëäýë

[q,uval]=linprog(u,D,a',[],[],lb2,[]);

% II òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ (2') ØÏÁ-ûí

îíîâ÷òîé øèéäèéã îëîõ ³éëäýë

v1=1/aval-2; % òîãëîîìûí îíîâ÷òîé óòãûã îëîõ ³éëäýë

v2=-1/uval-2;

x=p*v1 % 1-ð òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ ØÏÁ-ûí øèéäèéã îëîõ

y=q*v2 % 2-ð òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ ØÏÁ-ûí øèéäèéã îëîõ

gameval=v1 % òîãëîîìûí îíîâ÷òîé óòãûã îëîõ ³éëäýë

Äýýðõ m-�le-ã MATLAB-ûí Command Window öîíõîíä
äóóäâàë:

>> Æèøýý-1.20

>> Optimization terminated.

>> x=

0.2963

0.1111

0.2593
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0.3333

>> y=

0.2778

0.3889

0.1667

0.1667

>> gameval=

0.5556

Ýíäýýñ 1-ð òîãëîã÷èéí îíîâ÷òîé õîëèìîã ñòðàòåãè íü x∗ =
(0.2963; 0.1111; 0.2593; 0.3333), 2-ð òîãëîã÷èéí îíîâ÷òîé õî-
ëèìîã ñòðàòåãè íü y∗ = (0.2778; 0.3889; 0.1667; 0.1667) áà
òîãëîîìûí õîæèë íü v = 0.5556 áàéíà.

43-ð õóóäàñíû Æèøýý 1.21-ä °ã°ãäñ°í äàðààõ áîäëîãûã
áîäú¼.

A =

 −2 1 0
2 −3 −1
0 2 −3


Tîãëîîìûí õîæëûã ýåðýã áàéëãàõ ³³äíýýñ cij = aij+4 ãýñýí
äàðààõ ìàòðèöûã àâ÷ ³çüå.

C =

 2 5 4
6 1 3
4 6 1


Ýíý áîäëîãîä õàðãàëçàõ øóãàìàí ïðîãðàì÷ëàëûí áîäëîãî
íü äàðààõ áàéäëààð áè÷èãäýíý.
1-ð òîãëîã÷èéí õóâüä ãàðàõ òýãøèòãýë íü:

f = p1 + p2 + p3 + p4 → min
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2p1 + 6p2 + 4p3 ≥ 1
5p1 + p2 + 6p3 ≥ 1 (4)
4p1 + 3p2 + p3 ≥ 1
p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p3 ≥ 0

Õàðèí 2-ð òîãëîã÷èéí õóâüä ãàðàõ òýãøèòãýë íü:

f = q1 + q2 + q3 + q4 → max
2q1 + 5q2 + 4q3 ≤ 1
6q1 + q2 + 3q3 ≤ 1 (5)
4q1 + 6q2 + q3 ≤ 1
q1 ≥ 0, q2 ≥ 0, q3 ≥ 0

áîëíî.

Áèä (4) áà (5) áîäëîãóóäàä õàðãàëçàõ êîäûã MATLAB
äýýð áè÷üå.

function f=Æèøýý-1.21

global C;

C1=C+4; % àíõíû ìàòðèöûã ýåðýã áîëãîõ ³éëäýë

B=-(C1)'; % I òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ ØÏÁ-ûí òýíöýòãýë

áèø çààãëàëä õàðãàëçàõ ìàòðèöûã îëîõ ³éëäýë

D=C1; % II òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ ØÏÁ-ûí òýíöýòãýë

áèø çààãëàëä õàðãàëçàõ ìàòðèöûã îëîõ ³éëäýë

[m,n]=size(C1); %òîãëîîìûí ìàòðèöûí ì°ð áà áàãàíû òîîã

îëîõ ³éëäýë

a=ones(1,m); % (1') áîäëîãûí çîðèëãûí âåêòîðûã îëîõ ³éëäýë

v=ones(1,n);

u=-v; % (2') áîäëîãûí çîðèëãûí âåêòîðûã îëîõ ³éëäýë
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lb1=zeros(m,1); % (1') áîäëîãûí äîîä çààãëàëûí âåêòîð ³éëäýë

lb2=zeros(n,1); % (2') áîäëîãûí äîîä çààãëàëûí âåêòîð ³éëäýë

[p,aval]=linprog(a,B,u',[],[],lb1,[]); % I òîãëîã÷èä

õàðãàëçàõ (1') ØÏÁ-ûí îíîâ÷òîé øèéäèéã îëîõ ³éëäýë

[q,uval]=linprog(u,D,a',[],[],lb2,[]); % II òîãëîã÷èä

õàðãàëçàõ (2') ØÏÁ-ûí îíîâ÷òîé øèéäèéã îëîõ ³éëäýë

v1=1/aval-4; % òîãëîîìûí îíîâñòîé óòãûã îëîõ ³éëäýë

v2=-1/uval-4;

x=p*v1 % 1-ð òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ ØÏÁ-ûí øèéäèéã îëîõ

y=q*v2 % 2-ð òîãëîã÷èä õàðãàëçàõ ØÏÁ-ûí øèéäèéã îëîõ

gameval=v1 % òîãëîîìûí îíîâ÷òîé óòãûã îëîõ ³éëäýë

Äýýðõ m-�le-ã MATLAB-ûí Command Window öîíõîíä
äóóäâàë:

>> Æèøýý-1.21

>> Optimization terminated.

>> x=

0.6000

0.3714

0.0285

>> y=

0.3714

0.2857

0.3429

>> gameval=

-0.4571

Ýíäýýñ õàðàõàä 1-ð òîãëîã÷èéí îíîâ÷òîé õîëèìîã ñòðà-
òåãè íü x∗ = (0.6000; 0.3714; 0.0285), 2-ð òîãëîã÷èéí îíîâ÷-
òîé õîëèìîã ñòðàòåãè íü y∗ = (0.3714; 0.2857; 0.3429) áà
òîãëîîìûí õîæèë íü v = −0.4571 áàéíà.
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4.2 Òýã áèø íèéëáýðòýé òîãëîîìûã áîäîõ

Áèäýíä äàðààõ õîëèìîã ñòðàòåãòàé áèìàòðèöàí òîãëîîì
°ã°ãäñ°í áàéã.

�³íä 1 áà 2-ð òîãëîã÷èä õàðãàëçàí A áà B ãýñýí:

A = (aijk), B = (bijk),

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

õîæëûí ìàòðèöóóäòàé ãýâýë áèìàòðèöàí òîãëîîì íü:

C = (A,B) = ((aijk, bijk)),

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

ãýñýí õîæëûí ìàòðèöòàé òîãëîîì áàéíà. Áèä ýíý òîãëîî-
ìûí Íýøèéí òýíöâýðèéã äàðààõ îïòèìèçàöèéí áîäëîãûí
øèéäòýé äàâõöàíà ãýäãèéã îíîëîîñ ìýäíý. (îíîëûã íîìíû
84-91-ð õóóäàñíààñ óíø.)

max
(x,y,α,β)

F (x, y, α, β) =
m∑
i=1

n∑
j=1

(aij + bij)xiyj − α− β

n∑
j=1

aijyj ≤ α, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

bijxi ≤ β, j = 1, . . . , n,

m∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, . . . ,m

n∑
j=1

yj = 1, yj ≥ 0, j = 1, . . . , n
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Äýýðõ áîäëîãî íü äàðààõ áîäëîãîòîé ýêâèâàëåíò áàéíà.

F (x, y, α, β) = max{〈xT , (A+B)y〉 − α− β}
(x, y, α, β) ∈ X × Y

Ýíä
X = {(x, β) ∈ Sm ×R| xTB ≤ βen},
Y = {(x, α) ∈ Sn ×R| Ay ≤ αem},
ep = (1, 1, . . . , 1)T ∈ RP , p = m,n,

x áà y -íü õàðãàëçàí 1 áà 2-ð òîãëîã÷äèéí õîëèìîã ñòðà-
òåãóóä.

Äàðààõ 89-ð õóóäàñíû Æèøýý 2.16 áîäëîãûã àâ÷ ³çüå.

A =

 −1 0 0
2 1 0
0 1 1

 B =

 1 2 2
1 −1 0
0 1 2


áóþó

C = (A,B) =

 (−1, 1) (0, 2) (0, 2)
(2, 1) (1,−1) (0, 0)
(0, 0) (1, 1) (1, 2)


ãýñýí áèìàòðèöàí òîãëîîì ³³ñíý. Ýíý áèìàòðèöàí òîã-
ëîîìûí Íýøèéí òýíöâýðèéã îëîõûí òóëä õàðãëçàõ ìàòå-
ìàòèê ïðîãðàì÷ëàëûí áîäëîãûã çîõèî¼.

F (x, y, p, q) = 2x1y2+2x1y3+3x2y1+2x3y2+3x3y3−p−q → max
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−y1 ≤ p
2y1 + y2 ≤ p
y2 + y3 ≤ p
x1 + x2 ≤ q

2x1 − x2 + x3 ≤ q
2x1 + 2x3 ≤ q

x1 + x2 + x3 = 1
y1 + y2 + y3 = 1

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0

Ýíý òîãëîîìä õàðãàëçàõ êîäûã áè÷üå.

function f=Æèøýý-2.26

z0=[1;0;0;0;1;0;0;1];

A=[1 1 0 -1 0 0 0 0;2 -1 1 -1 0 0 0 0;2 0 2 0 0 0 0 -1;

0 0 0 0 -1 0 0 -1;0 0 0 0 2 1 0 -1;0 0 0 0 0 1 1 -1];

b=zeros(6,1);lb=[0;0;0;-inf;0;0;0;-inf];

ub=[1;1;1;inf;1;1;1;inf];

Aeq=[1 1 1 0 0 0 0 0;0 0 0 0 1 1 1 0]; beq=[1;1];

[z,fval]=fmincon(@tzf1,z0,A,b,Aeq,beq,lb,ub)

%----------------------------------------------

% Define objective function

function f = tzf1(x)

f=-2*z(1)*z(5)-2*z(1)*z(6)-3*z(2)*z(5)-2*z(3)*z(6)-

-3*z(3)z(7)+z(4)+z(8);

Äýýðõ m-�le-ã MATLAB-ûí Command Window öîíõîíä
äóóäâàë:

>> Æèøýý-2.26

>> Optimization terminated.

>> z=

0.0000

0.6666
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0.3333

0.6666

0.3333

0.0000

0.6666

0.6666

>> fval=

0.0000

Ýíäýýñ z = (z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7, z8) õóâüñàã÷èéí ýõíèé 3
õóâüñàã÷ íü 1-ð òîãëîã÷èéí õîëèìîã ñòðàòåã³³äx = (x1, x2, x3) =
(z1, z2, z3) áà p = z4, õàðèí y

∗ = (y1, y2, y3) = (z5, z6, z7), q =
z8 òóë x

∗ = (0.0000; 0.6666; 0.3333), y∗ = (0.3333; 0.0000; 0.6666)
áà f1(x, y) = 0.6666, f2(x, y) = 0.6666 áîëíî.

Æèøýý 2

Äàðààõ áèìàòðèöàí òîãëîîìûã àâ÷ ³çüå.

A =

(
6 12
3 9

)
B =

(
5 8
4 7

)
�°ð°°ð õÿëáàð÷èëæ áè÷âýë:

C =

(
(6, 5) (12, 8)
(3, 4) (9, 7)

)
Ýíýõ³³ áîäëîãîä õàðãàëçàõ ìàòåìàòèê ïðîãðàì÷ëàëûí áîä-

ëîãî íü:
f = max{〈xT , Dx〉}

136





5x1 + 4x2 − x3 ≤ 0
8x1 + 7x2 − x3 ≤ 0
6x4 + 12x5 − x6 ≤ 0
3x4 + 9x5 − x6 ≤ 0
x1 + x2 = 1
x4 + x5 = 1
x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , x4 ≥ 0 , x5 ≥ 0

ãýñýí õýëáýðòýé áîëîõ áà ýíä D = A+B.

Ýíý òîãëîîìä õàðãàëçàõ êîäûã áè÷üå.

function f=tog-1

z0=[1;0;1;0;0;1];

A=[5 4 -1 0 0 0;8 7 -1 0 0 0;0 0 0 6 12 -1;0 0 0 3 9 -1];

b=zeros(4,1);lb=[0;0;-inf;0;0;-inf];ub=[1;1;inf;1;1;inf];

Aeq=[1 1 0 0 0 0;0 0 0 1 1 0]; beq=[1;1];

[z,fval]=fmincon(@tzf2,z0,A,b,Aeq,beq,lb,ub)

%----------------------------------------------

% Define objective function

function f = tzf2(x)

f=-11*z(1)*z(4)-20*z(1)*z(5)-7*z(2)*z(4)-

-16*z(2)*z(5)+z(4)+z(6);

Äýýðõ m-�le-ã MATLAB-ûí Command Window öîíõîíä
äóóäâàë:

>> tog-1

>> Optimization terminated.

>> z=

0.1000

0.0000

0.8000

0.0000

0.1000
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0.1200

>> fval=

0.0000

Ýíä z = (z1, z2, z3, z4, z5, z6) õóâüñàã÷èéí ýõíèé 2 õóâüñàã÷
íü 1-ð òîãëîã÷èéí õîëèìîã ñòðàòåã³³ä x = (x1, x2) =
(z1, z2) áà p = z3, õàðèí y∗ = (y1, y2) = (z4, z5), q = z6
òóë x∗ = (1, 0), y∗ = (0, 1) áà f1(x, y) = 12, f2(x, y) = 8
áîëíî.

Æèøýý 3

A =

(
3 6
2 10

)
B =

(
1 4
7 3

)
áóþó:

C =

(
(3, 1) (6, 4)
(2, 7) (10, 3)

)
Ýíýì áîäëîãûã äýýðõèéí èæëýýð áîäâîë îíîâ÷òîé øèéä
íü:
x∗ = (0.5714; 0.4286; 3.5714; 0.8; 0.2; 3.6).

Æèøýý 4

A =

 −2 5 1
−3 2 3
2 1 3

 B =

 −4 −2 4
−3 1 4
3 1 −1


áóþó:

C =

 (−2,−4) (5,−2) (1, 4)
(−3,−3) (2, 1) (3, 4)
(2, 3) (1, 1) (3,−1)


Ýíý áèìàòðèöàí òîãëîîìä õàðãàëçàõ ìàòåìàòèê ïðî-
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ãðàì÷ëàëûí áîäëîãûí áè÷âýë:

f = max{〈xT ,

 −6 3 5
−6 3 7
5 2 2

x〉}



−4z1 − 3z2 + 3z3 − z4 ≤ 0
−2z1 + z2 + z3 − z4 ≤ 0
4z1 + 4z2 − z3 − z4 ≤ 0
−2z5 + 5z6 + z7 − z8 ≤ 0
−3z5 + 2z6 + 3z7 − z8 ≤ 0
2z5 + z6 + 3z7 − z8 ≤ 0
z1 + z2 + z3 = 1
z5 + z6 + z7 = 1
z1 ≥ 0 , z2 ≥ 0 , z3 ≥ 0
z5 ≥ 0 , z6 ≥ 0 , z7 ≥ 0

áîëîõ áà °ìí°õ áîäëîãûí èæèë êîäûã MATLAB ïðîãðàì
äýýð áè÷èæ áîäâîë:
z∗ = (0.0714; 0.2857; 0.6429; 2.2143; 0.0714; 0.3571; 0.5714; 0.7857).
Îíîâ÷òîé øèéä íü: x∗ = (0.0714; 0.2857; 0.6429),
y∗ = (0.0714; 0.3571; 0.5714) áà f1 = 2.2143, f2 = 0.7857

Îäîî 3 òîãëîã÷òîé ãóðâàëñàí ìàòðèöàí òîãëîîìûã àâ÷
³çüå.
A = (aijk)2×2×2 áà B = (bijk)2×2×2, C = (ijk)2×2×2 -íü õàð-
ãàëçàí 1, 2 áà 3-ð òîãëîãäûí õîæëûí ìàòðèöóóä áàéã.(îíîëûí
õýñãèéã íîìíû 84-91-ð õóóäàñíààñ óíøààðàé.)

Æèøýý 5. a111 = 2, a112 = 3, a121 = −1, a122 = 0, a211 =
1, a212 = −2, a221 = 4, a222 = 3, b111 = 1, b112 = 2, b121 =
0, b122 = −1, b211 = −1, b212 = 0, b221 = 2, b222 = 1, and c111 =
3, c112 = 2, c121 = 1, c122 = −3, c211 = 0, c212 = 2, c221 =
−1, c222 = 2.
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ãýæ °ã°ãäñ°í áàéã. Ýíý ãóðâàëñàí ìàòðèöàí òîãëîîìûí
õàðãàëçàõ ìàòåìàòèê ïðîãðàì÷ëàëûí áîäëîãî íü::

F (x, y, z, p, q, t) = 6x1y1z1 + 7x1y1z2 − 3x1y2z2 + 5x2y1z2+

+6x2y2z2 − p− q − t→ max

2y1z1 + 3y1z2 − y2z1 − p ≤ 0
y1z1 − 2y1z2 + 4y2z1 + 3y2z2 − p ≤ 0
x1z1 + 2x1z2 − x2z1 − q ≤ 0
−1x1z2 + 2x2z1 + x2z2 − q ≤ 0
3x1y1 + x1y2 − x2y2 − t ≤ 0
2x1y1 − 3x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 − t ≤ 0
x1 + x2 = 1
y1 + y2 = 1
z1 + z2 = 1
x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , y1 ≥ 0 , y2 ≥ 0
z1 ≥ 0 , z2 ≥ 0 , p ≥ 0 , q ≥ 0 t ≥ 0

ãýñýí õýëáýðòýé áè÷èãäýíý.
Äýýðõ áîäëîãûí êîäûã

function [f,g]=tg3j1

x0=[1;0;1;0;1;0;0;0;0];

A=[]; b=[];lb=[0;0;0;0;0;0;-inf;-inf;-inf];

ub=[1;1;1;1;1;1;inf;inf;inf];

Aeq=[1 1 0 0 0 0 0 0 0;0 0 1 1 0 0 0 0 0;0 0 0 0 1 1 0 0 0];

beq=[1;1;1];

[x,fval]=fmincon(@tg3j1f,x0,A,b,Aeq,beq,lb,ub,@mycontg3j1);

f=x; g=fval;

%-----------------------------------

%Define objective function

function f=tg3j1f(x)

f=-(6*x(1)*x(3)*x(5)+7*x(1)*x(3)*x(6)+0*x(1)*x(4)*x(5)+

(-3)*x(1)*x(4)*x(6)+0*x(2)*x(3)*x(5)+0*x(2)*x(3)*x(6)+

+5*x(2)*x(4)*x(5)+6*x(2)*x(4)*x(6)-x(7)-x(8)-x(9));
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%------------------------------------

%Define objective function

function f=c1(x)

f=2*x(3)*x(5)+3*x(3)*x(6)-1*x(4)*x(5)+0*x(4)*x(6)-x(7);

%------------------------------------

function f=c2(x)

f=1*x(3)*x(5)-2*x(3)*x(6)+4*x(4)*x(5)+3*x(4)*x(6)-x(7);

%------------------------------------

function f=c3(x)

f=1*x(1)*x(5)+2*x(1)*x(6)-1*x(2)*x(5)+0*x(2)*x(6)-x(8);

%------------------------------------

function f=c4(x)

f=0*x(1)*x(5)-1*x(1)*x(6)+2*x(2)*x(5)+1*x(2)*x(6)-x(8);

%------------------------------------

function f=c5(x)

f=3*x(1)*x(3)+1*x(1)*x(4)+0*x(2)*x(3)-1*x(2)*x(4)-x(9);

%------------------------------------

function f=c6(x)

f=2*x(1)*x(3)-3*x(1)*x(4)+2*x(2)*x(3)+2*x(2)*x(4)-x(9);

%------------------------------------

%Define nonlinear constraint

function [c,ceq] = mycontg3j1(x)

c=[c1;c2;c3;c4;c5;c6];

ceq =[];

ãýæ áè÷ýýä áîäóóëáàë õàðèó íü
F ∗ = −2.2204e−016, x∗ = (0.5191; 0.4809)T , y∗ = (0.5888; 0.4112)T

áà z∗ = (0.5382; 0.4618)T . p∗ = 1.2281, q∗ = 0.5 áà t∗ =
0.9327 ãýæ îëäîíî.

Æèøýý 6. Áèäýíä a111 = 5, a112 = 3, a121 = 6, a122 =
7, a211 = 0, a212 = 8, a221 = 2, a222 = 1, b111 = 2, b112 =
4, b121 = −1, b122 = 0, b211 = 3, b212 = 5, b221 = 4, b222 = 9, áà
c111 = 2, c112 = 0, c121 = −4, c122 = −1, c211 = −2, c212 =
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6, c221 = 8, c222 = 9. ãýñýí õîæëûí ìàòðèöòàé òîãëîîì
°ã°ãäñ°í áàéã.

Äýýðõ áîäëîãîòîé èæëýýð õàðãàëçàõ ìàòåìàòèê ïðî-
ãðàì÷ëàëûí áîäëîãûã çîõèîæ, MATLAB äýýð êîäûã áè÷-
âýë:

function [f,g]=tg3j2;

x0=[1;0;1;0;1;0;0;0;0];

A=[];

b=[];

lb=[0;0;0;0;0;0;-inf;-inf;-inf];

ub=[1;1;1;1;1;1;inf;inf;inf];

Aeq=[1 1 0 0 0 0 0 0 0;0 0 1 1 0 0 0 0 0;

0 0 0 0 1 1 0 0 0];

beq=[1;1;1];

[f,fval]=fmincon(@tg3j2f,x0,A,b,Aeq,beq,lb,

ub,@mycontg3j2);

gamevalue=fval;

x=f(1:2)

v1=f(7)

y=f(3:4)

v2=f(8)

z=f(5:6)

v3=f(9)

function f=tg3j2f(x)

f=-(9*x(1)*x(3)*x(5)+7*x(1)*x(3)*x(6)+1*x(1)*x(4)*x(5)+

+6*x(1)*x(4)*x(6)+1*x(2)*x(3)*x(5)+19*x(2)*x(3)*x(6)+

+14*x(2)*x(4)*x(5)+17*x(2)*x(4)*x(6)-x(7)-x(8)-x(9));

function [c,ceq] = mycontg3j2(x)

c1=5*x(3)*x(5)+3*x(3)*x(6)+6*x(4)*x(5)+7*x(4)*x(6)-x(7);

c2=0*x(3)*x(5)+8*x(3)*x(6)+2*x(4)*x(5)-1*x(4)*x(6)-x(7);

c3=2*x(1)*x(5)+4*x(1)*x(6)+3*x(2)*x(5)+5*x(2)*x(6)-x(8);

c4=-1*x(1)*x(5)+0*x(1)*x(6)+4*x(2)*x(5)+9*x(2)*x(6)-x(8);
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c5=2*x(1)*x(3)-4*x(1)*x(4)-2*x(2)*x(3)+8*x(2)*x(4)-x(9);

c6=0*x(1)*x(3)-1*x(1)*x(4)+6*x(2)*x(3)+9*x(2)*x(4)-x(9);

c=[c1;c2;c3;c4;c5;c6];

ceq =[];

áîëîõ áà øèéä íü F ∗ = −0.00986, x∗ = (0.8; 0.2)T , y∗ =
(0.1; 0)T áà z∗ = (0.5; 0.5)T . p∗ = −2.2204e − 016, q∗ = 3.2
áà t∗ = 1.2 áîëíî.

1.4 Áîäëîãî äàñãàë

Òà á³õýí ýíý õýñýãò °ã°ãäñ°ã áîäëîãóóäûã °°ðñä°° áèå
äààí MATLAB ïðîãðàì äýýð êîä áè÷èæ °°ðñäèéã°° øàë-
ãààðàé.

Äàðààõ òîãëîîìóóäûí öýâýð ñòðàòåãòýé øèéäèéã

îë.

1.

C =

 5 3 8 2
1 6 4 3
9 5 4 7


Õàðèó: Öýâýð ñòðàòåãààð øèéäã³é.

2.

C =

 5 1 2
2 6 2
3 4 3


Õàðèó: v = 3, x∗ = (0, 0, 1), y∗ = (0, 0, 1) áóþó (a3, b3)

öýâýð ñòðàòåãè.

3.

C =

(
2 3
3 4

)
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Õàðèó: v = 3, x∗ = (0, 1), y∗ = (1, 0).

4.

C =

 0 3 −1
1 3 −2
−1 2 −5


Õàðèó: v = −1, x∗ = (1, 0, 0), y∗ = (0, 0, 1).

5.

C =

(
3 2 −1
5 3 4

)
Õàðèó: v = 3, x∗ = (0, 1), y∗ = (0, 1, 0).

6.

C =


4 2
−1 3
4 3
1 −3


Õàðèó: v = 3, x∗ = (0, 0, 1, 0), y∗ = (0, 1).

7.

C =

(
5 30
−5 0

)
Õàðèó: v = 5, x∗ = (0, 1), y∗ = (1, 0).

8.

C =

 −2 2 −1
1 1 1
3 0 1


Õàðèó: v = 1, x∗ = (0, 1, 0), y∗ = (0, 0, 1)
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Äàðààõ òîãëîîìóóäûã ãåîìåòð àðãààð áîä.

9.

C =

(
0.4 0.9
0.6 0.5

)
Õàðèó: v = 0.55, x∗ = (0.375, 0.625), y∗ = (0.7, 0.3).

10.

C =

(
6 −2
3 5

)
Õàðèó: v = 3.6, x∗ = (0.2, 0.8), y∗ = (0.7, 0.3).

11.

C =

(
3 2 1
−2 3 5

)
Õàðèó: v = 3.6, x∗ = (0.778, 0.222), y∗ = (0.444, 0, 0.556).

12.

C =

(
2 −2
−2 2

)
Õàðèó: v = 0, x∗ = (0.5, 0.5), y∗ = (0.5, 0.5).

13.

C =

(
−2 2
5 0

)
Õàðèó: v = 10

9 , x∗ =
(
5
9 ,

4
9

)
, y∗ =

(
2
9 ,

7
9

)
.

14.

C =

(
3 5
4 1

)
Õàðèó: v = 23

7 , x∗ =
(
5
7 ,

2
7

)
, y∗ =

(
6
7 ,

1
7

)
.
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15.

C =

(
2 3 1 5
−2 2 1 3

)
Õàðèó: v = 23

7 , x∗ =
(
5
7 ,

2
7

)
, y∗ =

(
6
7 ,

1
7

)
.

Äàðààõ òîãëîîìóóäûí õýìæýýñèéã áàãàñãàæ ãåî-

ìåòð àðãààð áîä.

16.

C =

 −3 1 2
−3 5 3
2 4 −1


Õàðèó: v = 1

3 , x∗ =
(
0, 13 ,

2
3

)
, y∗ =

(
4
9 , 0,

5
9

)
.

17.

C =


1 2 3
4 1 4
2 3 4
1 2 2


Õàðèó: v = 5

2 , x∗ =
(
0, 14 ,

3
4 , 0
)
, y∗ =

(
1
2 ,

5
9 , 0
)
.

18.

C =


4 3 9 7
−7 −5 −3 5
−1 4 5 8
−3 −5 1 −1


Õàðèó: v = 19

6 , x∗ =
(
5
6 , 0,

1
6 , 0
)
, y∗ =

(
1
6 ,

5
6 , 0, 0

)
19.

C =


0 3 2 1
0 2 1 −7
−4 −4 5 4
4 −7 6 6
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Õàðèó: v = 6
7 , x∗ =

(
11
14 , 0, 0,

3
14

)
, y∗ =

(
10
14 ,

4
14 , 0, 0

)
20.

C =


1 0 2 2
2 2 0 2
2 −3 0 4
2 −2 −3 2


Õàðèó: v = 1, x∗ =

(
1
2 ,

1
2 , 0, 0

)
, y∗ =

(
0, 12 ,

1
2 , 0
)

Äàðààõ òîãëîîìûí õîëèìîã ñòðàòåãòýé øèéäèéã

îë.

21.

C =

 1 2 3
3 1 1
1 3 1


Õàðèó: v = 1.8, x∗ = (0.4, 0.4, 0.2), y∗ = (0.4, 0.4, 0.2).

22.

C =


2 0 0 0
0 4 0 0
0 0 8 0
0 0 0 16


Õàðèó: v = 16

15 , x∗ = y∗ =
(

8
15 ,

4
15 ,

2
15 ,

1
15

)
.

23.

C =


1 1

2
1
2

1
2

0 1 1
2

1
2

0 0 1 1
2

0 0 0 1


Õàðèó: v = 8

15 , x∗ =
(

8
15 ,

4
15 ,

2
15 ,

1
15

)
, y∗ =

(
1
15 ,

2
15 ,

4
15 ,

8
15

)
.
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24.

C = (cij)m×n


1 0 0 . . . 0
−1 1 0 . . . 0
−1 −1 1 . . . 0
−1 −1 −1 . . . 1


áîë a). n=3 b). n=5 c). ∀n ³åä øèéäèéã îë.

Õàðèó:

a). v = 1
7 , x∗ =

(
1
7 ,

2
7 ,

4
7

)
, y∗ =

(
4
7 ,

2
7 ,

1
7

)
.

b). v = 1
31 , x∗ =

(
1
31 ,

2
31 ,

4
31 ,

8
31 ,

16
31

)
, y∗ =

(
16
31 ,

8
31 ,

4
7 ,

2
7 ,

1
7

)
.

c). v = 1
2n−1 , x∗ =

(
1

2n−1 ,
2

2n−1 , . . . ,
2n−1

2n−131

)
,

y∗ =
(

2n−1

2n−1 , . . . ,
2

2n−1 ,
1

2n−1

)
.

25.

C =

 0 −1 −1
0 2 1
0 0 3


Õàðèó: v = 3

7 , x∗ =
(
3
7 ,

3
7 ,

1
7

)
, y∗ =

(
1
7 ,

1
7 ,

5
7

)
.

26.

C =


2 1 1 1
1 3

2 1 1
1 1 4

3 1
1 1 1 5

4


Õàðèó: v = 1

10 , x∗ = y∗ =
(

1
10 ,

2
10 ,

3
10 ,

4
10

)
.
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27.

C =


2 0 0 2
0 3 0 0
0 0 4 3
1 1 0 1


Õàðèó: v = 12

13 , x∗ = y∗ =
(

6
13 ,

4
13 ,

3
13 , 0

)
.

28.

C =


2 1 1 1
0 3 2 2
0 0 4 3
0 0 0 5


Õàðèó: v = 1.39535. x∗ = (0.69767, 0.23256, 0.05814, 0.01163),

y∗ = (0.39535, 0.18605, 0.13953, 0.27907).

29.

C =


2 1 1 1
1 3 1 1
1 1 4 1
1 1 1 5


Õàðèó: v = 1.48. x∗ = (0.48, 0.24, 0.16, 0.12, 0),

y∗ = (0.48, 0.24, 0.16, 0.12).

30.

C =

(
2 −1 0 6 12 −8
0 6 8 −2 −4 1

)
Õàðèó: v = −0.8, x∗ = (0.2, 0.8), y∗ = (0, 0, 0, 0, 0.36, 0.64).
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31.

C =



2 −1 −1 1 1 0
−1 3 −1 1 0 1
−1 −1 4 0 1 1
1 1 0 1 3 −1
1 0 1 1 −1 −1
0 1 1 −1 −1 2


Õàðèó: v = 0.45146,

x∗ = (0.24272, 0.16019, 0.13107, 0.13592, 0.12136, 0.20874),
y∗ = (0.25243, 0.14078, 0.16019, 0.24272, 0.00485, 0.19903)

32.

C =



2 1 1 1 1 1
1 3 1 1 1 1
1 1 4 1 1 1
1 1 1 5 1 1
1 1 1 1 6 1
1 1 1 1 1 7


Õàðèó: v = 1.40816,

x∗ = (0.40816, 0.20408, 0.13605, 0.10204, 0.08163, 0.06803),
y∗ = (0.40816, 0.20408, 0.13605, 0.10204, 0.08163, 0.06803).

Äàðààõ áèìàòðèöàí òîãëîîìûã áîä.

Äàðààõ òîãëîîìóóäàä òîãëîã÷äûí õàìãèéí ñàéí õàðèó ³éëä-

ëèéí îëîíëîãóóäûí òóñëàìæòàéãààð îíîâ÷òîé øèéäèéã
îë.

33.

A =

(
(2, 3) (3, 2)
(5, 0) (2, 3)

)
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34.

A =

(
(0, 0) (2, 4)
(2, 2) (3, 3)

)
35.

A =

(
(1, 4) (4, 1)
(2, 2) (3, 3)

)
36.

A =

(
(0, 0) (0,−1)
(1, 0) (−1, 3)

)
Õàðãàëçàõ êâàäðàòëàã õýëáýðèéí áîäëîãûã çîõèîæ, îíîâ÷-

òîé ñòðàòåãóóäûã îë.

37.

A =

(
(1, 1) (5, 0)
(0, 5) (4, 4)

)
38.

A =

(
(3, 10) (1, 5)
(2, 0) (4, 20)

)
39.

A =

 (0, 3) (4, 2) (9, 8) (2, 1)
(7, 5) (8, 4) (13, 11) (6, 7)
(3, 2) (9, 5) (10, 5) (4, 3)


40.

A =

 (0, 3) (4, 2) (9, 8) (2, 1)
(7, 5) (8, 4) (13, 11) (6, 7)
(3, 2) (9, 5) (10, 5) (4, 3)


41.

A =

(
(0, 0) (1, 2) (2, 0)
(0, 1) (2, 0) (0, 1)

)
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42.

A =


(−3,−4) (2,−1) (0, 6) (1, 1)

(2, 0) (2, 2) (−3, 0) (1,−2)
(2,−3) (−5, 1) (−1,−1) (1,−3)
(−4, 3) (2,−5) (1, 2) (−3, 1)


43.

A =


(4,−2) (4, 3) (6, 5) (1,−1) (4, 2) (1,−1)
(3, 1) (1, 2) (2, 5) (0, 3) (−1, 3) (3, 2)
(1, 2) (−1, 3) (−1, 5) (1, 2) (4, 3) (5, 2)

(−1, 3) (2, 5) (2, 5) (1, 1) (1, 2) (7, 0)


44.

A =


(0, 0) (1,−1) (1, 1) (−1, 0)

(−1, 1) (0, 1) (1, 0) (0, 0)
(1, 0) (−1,−1) (0, 1) (−1, 1)

(1,−1) (−1, 0) (1,−1) (0, 0)
(1, 1) (0, 0) (−1,−1) (0, 0)


45. Äàðààõ ãóðâàëñàí ìàòðèöàí òîãëîîìûã áîä.
a111 = 3, a112 = 2, a121 = 1, a122 = 5, a211 = 8, a212 =

4, a221 = 1, a222 = 3, b111 = 3, b112 = 2, b121 = 4, b122 =
0, b211 = 1, b212 = 8, b221 = 6, b222 = 6, áà c111 = 3, c112 =
1, c121 = 9, c122 = 2, c211 = 4, c212 = 7, c221 = 2, c222 = 3.

Õàðèó: F ∗ = 0, x∗ = (1; 0)T , y∗ = (1; 0)T áà z∗ = (0; 1)T .
p∗ = 4, q∗ = 8 áà t∗ = 7.
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